Fibres de Springer et jacobiennes compactifiées 

Gérard Laumon* 



L'objet de ce travail est d'identifier, å homéomorphisme pres, les fibres de Springer 
affines pour GL(n) sur un corps local d'égales caractéristiques å des revétements 
de jacobiennes compactifiées de courbes projectives singuUéres. Ce Uen permet de 
démontrer certaines propriétés géométriques de ces fibres de Springer, dont une propriété 
d'irréductibiUté, et aussi d'en construire des «déformations». 



0. INTRODUCTION 

Soient F un corps local non archimédien d'égales caractéristiques, 0^ son anneau des 
entiers, k son corps résiduel et E un F-espace vectoriel de dimension finie. 

La grassmannienne affine pour le F-schéma en groupes Auti?(-E) des automorphismes 
de E est le ind-/c-scliéma des Oi?-réseaux M dans E. Pour tout endomorphisme régulier 
semi-simple et topologiquement nilpotent 7 de E, on peut considérer le fermé réduit Xj 
de la grassmannienne affine formé des réseaux M G E tels que 7(M) C M. Ce fermé est 
appelé la fibre de Springer affine en 7 par analogie avec les fibres de Springer classiques 
dans les variétés de drapeaux. D'aprés Kazhdan et Lusztig [K-L], est un vrai schéma, 
localement de type fini sur k, qui est muni d'une action libre naturelle d'un groupe abélien 
libre de type fini A-y, et le quotient = X^/A^ est lui un /c-schéma projectif. 

Dans ce travail, nous attachons å 7 une courbe intégre et projective sur /c, qui n'a 
au plus qu'un seul point singulier, point en lequel Fanneau local complété de la courbe 
n'est autre que Of [7] C F [7] C Auf{E). Puis, nous relions la fibre de Springer affine X^ 
et son quotient å la jacobienne compactifiée de C-y. Nous déduisons alors des résultats 
d'Altman et Kleiman sur les jacobiennes compactifiées, un énoncé d'irréductibilité pour 
Z^ (CoroUaire 2.2.2) et la possibilité de déformer å homéomorphisme pres Z^ (et aussi 
dans une certaine mesure X^) en faisant varier 7 (cf. Chapitre 4). 

Cette étude des fibres de Springer affines est motivée par une conjecture de Langlands 
et Shelstad, connue sous le nom de «Lemme fondamental » , dans le cas particulier des 
groupes unitaires sur les corps locaux non archimédiens. Nous explicitons cette conjecture 
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dans la section 1.3 et nous en donnons, dans la section 1.4, une version géométrique, sous 
une forme due å Kottwitz. 

Pour simplifier l'exposition, nous nous somme partout limité au cas ou la F-algébre 
commutative, semi-simple et de dimensfon finie, .^[7], est un produit d'extensfons 
totalement ramifiées de F. 

Je remercie J.-B. Bost, E. Esteves, L. Gottsche, L. Illusie, S. Kleiman, Y. Laszlo, F. Loeser et M. Raynaud 
pour l'aide qu'ils m'ont apportée durant la préparation de ce travail. 

1. FIBRES DE SPRINGER 

1.1. Les données 

On fixe un corps k parfait. Dans cet travail, on appelle simplement corps local tout 
corps K contenant k et muni d'une valuation discréte vk '■ K ^ ZU{oo} pour laquelle K 
est complct ct dc corps résiduel k. Pour un tel corps local, on note Ok C K l'anneau des 
entiers de la valuation discréte et pK l'idéal maximal de Ok - Le choix d'une uniformisante 
wk de K identifie pK C Ok <Z K k vj Kk[[vj k\] C /c[[-ci7x]] C k{{wK))- 

On fixe un corps local F et une familie finie {Ei)i^j non vide d'extensions finies, 
séparables et totalement ramifiées dc F. On note de degré de Ei sur F. Pour chaque 
z e /, on se donne un élément 7^ de p^^ C 0^;. C Ei qui engendre Ei sur F, de sorte que 
Ei ^ F[T]/{Pi{T)) ou Pi{T) e Of[T] est le polynome minimal de 7^ sur F. 

On suppose que les polynomes Pi{T) unitaires et irréductibles dans F[T] sont deux å 
deux distincts. 

On note Ai la Å;-algébre intégre 

Ai = OFbi] cOe,. 

Elle est locale d'idéal maximal nxi = pEi H Aj, son corps des fractions est Ei, et sa 
normalisation Ai C Ei n'est autre que Ei ■ 

On note Ej = Yli^i Ei, nj — J^iei^i dimension de cet espace vectoriel sur F, 

II = il^)^eI e Uiel^i et 

Ai = OF['yi]cYlAi. 

iei 

La /c-algébre Aj est locale d'idéal maximal rn/ = (Ilie/^O anneau total des 

fractions est Ei et sa normalisation est egale å Ai := Hie/ — Yiiei ^-^i —'■ '^Ei C Ei. 
Comme 



Ai - Oe[T]/{Pi{T)) = k[[wE]][T]/{Pi{T)) - k[[wE,T]]/{Pi{T)) 
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ou PiiT) = riiez-Pil^)' /c-algébre locale (intégre et de dimension 1) Aj est de 
Gorenstein et son module dualisant uai est égal å 

ujAj = {y e I Res/(a;y) = 0, Vx e Aj} D n^~^^^, 

ou rapplication /c-linéaire Res/ : ^^^^/^ k est la somme des applications résidus 
Resj : J^^,/;, ^ /c- 

Proposition 1.1.1 (Rosenlicht, cf. [A-K 1] VIII, Proposition (1.16)). — L'accouple- 
ment {Ai/Aj) x {ujai/^~ ) —>■ k qui envoie {x + Ai,y + Q~ ) sur Res/(a;j/) est un 

accouplement parfait. □ 

On pose ^ 

Si = dimk{Ai/Ai) 

et on note aj le conducteur dc Aj dans Aj, c'est-å-dirc Tidcal de A[ formé des x E Aj 
tels que x Ai C Aj. Cet ideal est contenu dans Aj et il résulte de la proposition ci-dessus 
que 

dimfe(^//a/) = Sj. 

Pour chaque z e /, on pose _ 

6i = dimk{Ai/Ai) 

et, pour chaque i ^ j dans /, on note r^- = rji la valuation du résultant dans Op des 
polynomcs Pi{T) ct Pj{T), c'est-å-dire la valuation de Pj{'ji) dans Ei ou, ce qui revien 
au méme, de Piipij) dans Ej. On vérifie que 
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et que 



1.2. Fibres de Springer 



Rappelons qu'un 0/?-rcscau dans un F-espace vectoriel de dimension finie E est un 
sous-0_p-Module de E dc rang égal å la dimension de E. Si M et N sont deux tels 
Oi?-réseaux, Tindice de M relativement å N est Tentier relatif 

[M:N]= dimfe (M/P) - dimfe (iV/P) 

oil P est n'importe quel i?-réseau de E contenu å la fois dans M et dans N. Par exemple. 
Ai et Ai sont des Oi?-réseaux dans Ei et [Ai : Ai] = 5i. 
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Soient N > et d des entiers et soit 

M C Wp^Ai C Ei 

un OiT-réseau qui est d'indice d relativement au Oi^-réseau particulier Aj (bien entendu, 
pour qu'il existe un tel M, il faut que d < niN). La multiplication par wp induit un 
endomorphisme nilpotent du /c-espace vectoriel Aj/M de dimension njN — d. Par 

suite, M contient automatiquement w^p' ^Ai et la donnée de M équivaut å la 
donnée du sous-espace vectoriel 

stable par F endomorphisme nilpotent induit par la multiplication par wp- 

Pour toute extension k' de k, on note F' = k'®kF = ^'((^f)), E[ = k'®kEi = 
k'{{wEi))i etc ... les complétés ti7i?-adiques de k' ®k F, k' ®k Ei, etc ... Ce que Ton vient 
de dire vaut encore aprés que l'on ait remplacé k par k' , F par F', etc ... 

Pour k' variable, les O^z-réseaux dans Ej qui sont d'indice d relativement au Op'- 
réseau particulier A'j et qui sont contenus dans Wp^A']- sont done naturellement les 
Å;'-points d'un fc-schéma projectif réduit Rj^n-, å savoir le ferme (réduit) de la grassman- 

nienne des {nj — l){niN — (i)-plans dans le Å;-espace vectoriel Wp^ Aj/w]P'~^^^~^Ai de 
dimension ni{niN — d), forme des plans qui sont stables par l'endomorpliisme nilpotent 
induit par la multiplication par wp- 

Pour d fixé, les /s-schémas projectifs Rj s'organisent en un systéme inductif 
d'immersions fermées 

r , -pd ^ pd , , 

■ ■ ■ ^ -'^I,N ^ -'^I,N+1 ^ • • • 

et on note Rj le ind-Zc-schéma «limite». Le ind-Zc-schéma des Oi?-réseaux de Ej est par 
définition la somme disjointe 

Ri = ]J Rf- 

Toujours pour k' variable, les Oi?/-réseaux (M C Ej) G Rj j^{k') tels que 

77M C M 

sont les /c'-points d'un sous-A;-schcma fcrmé réduit Xf dc Rj j^- Pour d fixé, les 
XjjY Rj N s'organisent en un systéme inductif et on note X f C Rj le sous-ind-/c- 
schéma ferme réduit «limite». 

Définition 1.2.1. — La fibre de Springer en 7/ est le sous-ind-k-schéma fermé réduit 

Xi=l[xfGl[Rj = Ri 

d£Z deZ 
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des Op-réseaux de Ej stabilisé par . 

Bien entendu, chaque X f = Xj (1 Rf est une partie ouverte et fermée de Xj. 
La remarque evidente suivante est essentielle pour la suite : 

On peut identifier les k' -points de Xj aux sous-A'j-modules M (Z Ej qui sont de rang 
1 en chaque point générique de Spec(^j). 

Pour k' variable, le groupe E'^ /A'^ est de maniére naturelle le groupe des k'- 
points d'un fc-schéma en groupes commutatifs Gi qui est lisse et de dimension 
sur k. Plus précisément, le groupe des composantes connexes de Gi est le quotient 
Ef /O^j = Yliei^^-t /^E ) canoniquement isomorphe å A/ := ; la composante 

neutre G^j de G/, qui admet 0^, /A'j^ pour groupe des A;'-points, est une extension d'un 

tore Ti (le quotient de ^ par Gm,k plongé diagonalement) par un schéma en groupes 
unipotents Uj de type fini dont le groupe des /c'-points est 

Ujik')={u^^j{l+PE'^))/{l+m',) 

ou. m'j est Tidéal maximal de A'j. 

L'action par homothéties de E'^ jJ^^ sur les réseaux M e Xi{k') provient d'une 
action algébrique naturelle de Gi sur Xi. Cette action permute les composantes X f de 
X I suivant la regle 

g-Xf = Xf+^^\ 

ou X est Pimage de g E Gi dans A/ et ou on a posé |A| = J^lei POur chaque A G A/. 

Le /c-schéma Xi contient le /c-point particulier M = Ai. Le fixateur dans Gi de ce 
point particulier est réduit å Félément neutre et son orbite Xj = Gi ■ Ai est done une 
partie de X/ isomorphe å Gi. 

Lemme 1.2.2. — La Gi-orbite Xj est Vouvert de Xi dont les k' -points sont les M' qui 
sont lihres de rang 1 en tant que A'j-modules. □ 

Tout scindage u : Aj ^ G/ de Fextension 

l^G^i^Gi ^Ai ^0 

au-dessus du sous-groupe 

A? := {A e Aj I |A| = 0} C A/ 

définit une action libre de Aj sur Xi qui préserve les composantes Xf. On notera 
Zi = Xi/a{A^) le /c-espace quotient correspondant et Zf = Xj /a{hPj) ses composantes. 
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Théoréme 1.2.3 (Kazhdan-Lusztig, cf. [K-L] §3). — La fibre de Springer Xj est en fait 
un k-schéma localement de type fini et de dimension finie, dont les composantes connexes 
sont exactement les Xf, d e Z. 

Pour tout scindage a : ^ Gi comm,e ci-dessus, les k-espaces quotients Zj 
correspondants sont des k-schémas projectifs, Zj est le k-schéma somme disjointe des 
Zf et V application quotient Xj — > Zj est un revétement étale galoisien de groupe de 
Galois A?. □ 



1.3. Lemme fondamental arithmétique (d'aprés Kottwitz) 

Soit q une puissance d'un nombre premier p et ¥q C ¥q2 les corps finis å g et 
elements respectivement, qui sont contenus dans une cloture algébrique fixée ¥p du corps 
premier Fp. On note x ^ x* les elements de Frobenius géométriques des groupes de 
Galois Gal(Fp/Fq) et Gal(Fg2/Fq). On fixe aussi un element e e F^a tel que e* = —e. On 
prend pour k le corps ¥^2. 

On se donne un corps local Fq de corps résiduel ¥q et une familie {Eifi)i^i d'extensions 
finies, séparables et totalement ramifiées de Fq, et on prend pour F le corps local 
F = ¥q2 Fq et pour Ei, i E I, les corps locaux Ei = ¥q2 Ei^Q. 

Pour toute extension finie k' de F^ contenue dans Fp, on note F' = k' i^f Fq, 
E'- = k' ®F, Ei^Q, etc ... et on note encore x ^ x* les relévements naturels de Télemcnt de 
Frobenius géométrique de Gal(/c'/Fq) aux groupes de Galois Gal(F'/Fo), Gal{E[/ Ei^q), 
etc ... Bien sur, si k' contient A;, on a F' = k' ®k F, E^ = k' ®k Ei, etc ... 

On se donne des 7» e pEi comme dans la section 1.1 et on fait Thypothése 
supplémentaire suivante : pour chaque i & I, on a 

(1-3.1) lVs./^;,,o(7^)(=7*+7^) = 0. 

Il résulte de cette hypothése que Télement 

d P 

aj = e-'-'^MeE- 

est en fait dans E^^ C E^ . On munit le F-espace vectoriel Ej (de dimension finie nj) 
de la forme hermitienne 

{x,y)i = TrEj/F{(x7^x*y). 

On a choisi «/ pour que Aj C Ej soit son propre orthogonal pour cette forme hermitienne. 

La forme sesquilinéaire ci-dessus induit sur la fibre de Springer Xj une Fq-structure 
rationnelle X/ dont l'endomorphisme de Frobenius Frobx^/F^ envoie, quel que soit 
Pextension finie k' de k contenue dans Fp, un Å;'-point M C Fj de Xj sur le Å;'-point 

M^^ = {yeE'j\ (M, vYj (zOf'}(Z E'j 
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de Xj, ou on a note 

On a 7/M-'-^ C M-^' puisque 7I = —7/ par hypothése, et le fléche canonique 

(M*)* ^ (M^o^' c æ;^ 

est bijective, de sorte que 

Pfobxj/F, oFrobx^/F^ = Frobx,/F^2 

est 1'endomorphisme dc Frobenius de X/ sur ¥^2. 

Le Fg2-point Aj C Ej de X/ est fixé par Fendomorphisme de Frobenius Frobxj/Wg Gt, 
quel que soit le point M C £"/ de Xj, on a 

[Frobx,/F,(M):^,] = -[M:^,]. 

Par suite, Frobx^/F, induit une F^-structure rationnelle sur le Fq2-scliéma Xj et Aj 
est un Fg-point de Xj. 

On a aussi une F^-structure rationnelle Si sur le Fg2-scliéma en groupes Gj dont 
rendomorphisme de Frobenius Frobg^/F, envoie g e Gi{k') = E'^ jA!^ sur {g*)~^ . Cet 
endomorphisme induit sur le quotient A/ = Gj/G^j l'automorpliisme A 1— > —A. 

Les Fq-structures rationnelles X/ et S/ sont compatibles au sens oii 

Probx,/F,(fi' • M) = Frobg,/F,(flr) • Frobx,/F,(M) 

pour tout g E Gi et tout M e X/. Fixons un scindage cr : Aj ^ G/ de telle sorte que 

Frobg,/F,(a(A)) = c7(-A), VAeA», 

ce qui est toujours possible (il suffit de choisir pour chaque i E I, une uniformisante tu^. 
de Ei qui est déjå dans Ei^). Alors la Fg-structure rationnelle X/ en induit une Zj sur 
le quotient Zj = Xi/a{A^). Comme on a 

Frohz, /w,{Z}) = Z-\ VzeZ, 

Fendomorphisme de Frobenius Frob2,j/Fq induit ime Fg-structurc rationnelle sur 
Zj = Xi/a{A^) et les Fg-points de Zj, c'est-å-dire les points fixes de Fendomorphisme 
de Frobenius Frob2,^/F,, sont nécessairement contenus dans 2.°. 

Lemme 1.3.2. — Les ¥q-points de Zj, ou ce qui revient au méme de Z^j, sont les 
A'j-orbites z des Wq2-points x de Xj pour lesquels il existe Xx G A^ tel que 

Frohxi/Wgix) = a{Xa;)-x. 
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□ 



Pour chaque A G A5/2A5 



, on pose 



Oj.= \{zeZ%¥,)\X, = X}\. 



Pour chaque caractére d'ordre 2, k, : A'j —>■ {±1}, ou ce qui revient au méme, pour chaque 
caractére n : A°/2A° — > {±1}, on pose 



Remarque 1.3.3 : Soit Uj le groupe unitaire sur Fq défini par le F-espace vectoriel 
hermitien {Ej, ( , )/) et U/ son algébre de Lie. Le groupe réductif Ui est naturellement 
muni d'un tore maximal elliptique Ti tel que T[{Fq) soit forme des éléments t de tels 
que t*t = 1 et 7/ est un élément régulier de Talgébre de Lie tj de Tj. 

Les classes de t//(Fo)-conjugaison dans la classe de conjugaison stable de 7/ peuvent 
étre paramétrées par A^/2A^ et chaque est Vintégrale orbitale sur la classe de 

conjugaison correspondante å A de la fonction caractéristique du réseau dans U/(Fo) 
qui fixe Aj C Ej. 

Par suite, O^''^ est un re-intégrale orbitale et SO^ une intégrale orbitale stable, au sens 
de Labesse et Langlands □ 

Bien entendu, dans tout cc qui précéde on peut remplacer / par une partie J de /, 
Ei par Ej = YlieJ^^^ '^J ~ ili)i^J^ ■■■ f^™ cependant attention au fait que la 
forme hermitienne ( , ) j n'est pas la forme hermitienne sur Ej C Ej qui est induite par 
la forme hermitienne { , )/ {voir 1.4.8). 

La donnée d'un caractére n : A°/2A° — > {±1} équivaut å la donnée d'une partition 
/ = I1UI2 de /, le caractére kj^^j^ associé å une telle partition étant donné par la formule 



O 



AeA0/2A0 



En particulier, pour k = 1 le caractére trivial, on pose 



S0^ = 0'''= Yl 0^=\Z'l{¥g)\. 



AeA0/2A0 



k{X) = (-1) 



^_l^'E,ei2^\ VAe A?. 



Langlands et Shelstad (cf. [La-Sh]) ont conjecturé toute une familie de relations entre 
K-intégrales orbitales sur un groupe réductif G sur un corps local non archimédien et 
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intégrales orbitales stables sur le groupe endoscopique H de G correspondant å k. Cette 
familie de relations conjecturales est communément appelée le «Lemme fondamental » . 
En particulier, pour G = Ui et k = ki^j^, le groupe endoscopique H n'est autre que 
Uj-^ x Uj^ et, compte tenu des calculs des factcurs de transferts pour les groupes classiques, 
effectués par Waldspurger (cf. [Wa], Chapitre X), la conjecture de Langlands et Shelstad 
s'énonce simplement : 

Conjecture 1.3.4 (Lemme fondamental arithmétique). — Pour toute partition I = 
Il II I2 de /, on a la relation 

q/,«/i,72 = qri^,i2 x SO^^ x S0^2 . 
oit ri^j^ = [Ai^ x : Ai]. 

Remarque 1.3.5 : On a n.j^ = Sj - (Sj, + (J/J = Eiie/i i^eh ^^^'^2- 

□ 

Fixons un nombre premier £ ^ p. D'aprés Grothendieck [Gr 1], le nombre des Fg-points 
d'un Fg-schéma projectif est la trace de l'action de l'endomorphisme de Probenius sur la 
cohomologie £-adique de ce schéma. On a done 

(1.3.6) SO-^ = tr(Frob^o , i?r(Fp Z% Q^)) 

pour toute partie J de /. 

Pour toute partition / = /in/2, le caractére ^1^,12 peut étre vu å valeurs dans {±1}Q^ 
et on peut «pousser» le revétement étale galoisien Xj — > Xj/cr(A°) = Zj de groupe dc 
Galois Aj par kij^j.^ pour obtenir un systéme local ^-adique ^ 1^,12 '^^ rang 1 sur Z^. 
L'endomorphisme de Frobenius Frob2,o se reléve å ^i^j2 notre choix de la section a 
et, toujours d'aprés Grothendieck, on déduit du lemme 1.3.2 que 

(1.3.7) O'-'^^-^^ =tr(Frobz„i?r(Fp®F,2;°,£,„zJ). 
1.4. Lemme fondamental géométrique 

Revenons å la situation de la section 1.1 ou k est un corps parfait arbitraire de 

caractéristique 7^ £ et fixons une cloture algébrique k de k. 

Le lemme fondamental arithmétique nous amene tout naturellement å espérer que, 
pour chaque partition / = /i II /2, il existe un isomorphisme canonique 

RV{k®k {Zl x ^?J,Q^)[-2r,„,,](-r,„zJ ^ RV{k®u Z^i,Li,,i2) 

ovi le Q^-systéme local -071,72 de rang 1 sur Z^ est défini, comme dans la section 
précédente, en poussant le revétement étale galoisien X° — > Xj/cr(A°) = Z^ de groupe 
de Galois A° par «71,73. 
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Bien sur, dans la situation arithmétique de la section 1.3, un tel isomorphisme 
canoniquc, qui s'écrit encore 

serait automatiquement compatible aiix actions des endomorphismes de Frobenius relatifs 
å ¥q et son existence impliquerait la conjecture 1.3.4. 

Nous allons voir qu'un tel isomorphisme existe « virtuellement». Plus précisément, 
nous allons démontrer dans cette section : 

Théoréme 1.4.1. — Dans le groupe de Grothendieck des Q,(,[Gal{k / k)\-modules, on a 

i i 

Pour alléger la rédaction, nous noterons simplement 

r = ri,j^ = [Ai^ xAi^ : Aj] 

et nous ne considércrons dans ce qui suit que des points rationnels sur k. Bien sur, les 
mémes arguments valent pour des points rationnels sur une extension finie arbitraire de 
k aprés avoir remplacer F par F' = k' ®k F, Ei par = k' ®k Ei, etc ... 

Pour chaque (M C Ei) e Xj, soient M[ et M2 ses intersections avec Ej^ = Ej^ x {0} 
et Ej^ = {0} x Ej^ dans Ej^ x Ej^ = Ei, et M[' et M2 ses projections sur les facteurs 
Ejj^ et Ej^ de Ej^ x Ej^ — Ej. On a des suites exactes 

et 

^ ^ M ^ M{' ^ 0, 

et les inclusions 

M[ C M[' C Ei^ et C C Ej^. 

Par suite, si on pose 

ind;(M) = [M; : AjJ et ind'^(M) = [M^' : AjJ 
pour q: = 1, 2, on a les relations 

ind;(M) + ind2(M) = md^iM) + ind'/ (M) = [M : Ai^ x Aj,] = -r. 

Lemme 1.4.2. — Pour chaque {M d Ei) E X'j , on a 

< indi(M) - ind'i(M) = ind2(M) - ind2(M) < r 
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Preuve : Pour {a, /?} = {1, 2}, on a 

puisque Pi^{ji)M C M et que -P/^(7/^) = 0. Par suite, on a 

[M^M;]<[M^P,,(7,JM4'] 



ou 



□ 



Pour chaque entier j, les parties 

{M e I ind;(M) > j} = {M eX^\ ind2(M) < -r - j} 

et 

{M e X? I ind'i(M) < j} = {M e \ inds (M) > -r - j} 

sont respectivement fermée et ouverte dans Xj. Par suite, pour chaque p — 0,1, ... ,r, 
la partie Xj_^j^.p dc Xj formée des M tels que 

indi(M) - ind'i(M) = ind2(M) - ind2(M) = p 

est localement fermée dans Xj et la reunion disjointe 

^h,i2;<p = ^°i,/2;0 U ^/i,/2;i U • • • U X^^ j^.p 

est fermée dans Xj. D'aprés le lemme 1.4.2, on a en fait Xj^ j^.^^ = Xj. 

Pour chaque p = 0, 1, . . . , r, Taction par translations de Aj sur Xj (via le scindage a) 
stabilise Xj^ j^.^ et il résulte de ce qui précéde que le quotient j^.^ = Xj^ i^-p/^^i^V) 
est une partie localement fermée de Z° et que la réunion disjointe 

^/i,/2;<P = ^hM-fi ^ ^°i,^2;l U ■ ■ ■ U 
est un fermé de Z^, qui est en fait tout entier pour 



p = r. 
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On vérifie que : 

- pour chaque p = 0, 1, . . . , r, le fc-schéma réduit X^_^ j^.^ est reunion disjointe de ses 
partias ouvertes et fermées 

Xl,ir,P,i = e x" I indUM) = i et ind'/(M) = p + i} 

= {M eX^ \ ind2(M) = -r - p - z et ind2 (M) = -r - i}, 

pour i G Z, 

- pour chaque entier i, Taction de A^,^ x A^^ C A^ via a sur Xj stabilisc Xj_^ j^.^ 

- le morphisme quotient Xj — > Xj/a{A^) = Zj induit un isomorphisme de 
X» r .„,/ct(AO x a" ) sur . 

En particulier, le revétement 

induit par le morphisme quotient Xj/(j(Aj^ x Aj^) — > Xj/(j(Aj) = est trivial. 
Lemme 1.4.3. — On a 

r 

i p=l i 

Preuve : Comme iZi^ j^.p)p=o,i,...,r est une stratification du Å;-schéma projectif Zj en 
parties localement fermées, on a une suite spectrale 

E.{9^) : EriS") = H^+^(kØk ^7°„7,;p, 3") HP+'^{k®^ Zl 3^), 
et done la relation 

r 

i p=l i 

quel que soit le Q^-faisceau 3^ sur Zj 

La restriction du Q^-systéme local ■C/^ de rang 1 å chaque partie localement fermée 
i2-p '^^^ triviale puisque le revétement X^^ i^-p/^i-^h ^ ~^ h-p 1'^^^, d'ou le 
lemme. □ 



Remarque 1.4.4 : Si les suites spectrales £',(Q^) et E,{Li-^j^) ci-dessus ont le méme 
terme Ei, elles n'ont cependant pas les mémes difFérentielles di, et done elles different 
déjå en leurs termes E2. □ 
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La partie 

U^^^ j^ = {M eX^j\ ind;(M) = 0} = {M e I uidl{M) = -r} 

de est localement fermée et est munie d'un /c-morphisme 

TT?, /, : ul r ^ Xl x X"'^ 

qui envoie M sur [M^^M!^). Ce morphisme est évidemment équivariant pour les actions 
du sous-groupe A^^ x A^^ C A^ via le scindage er, et passe done au quotient en un 
fc-morphisme 

VIj, = UlJiAl x A°J Zl x ZJ: 

Proposition 1.4.5 (voir [L-R] Theorem 6.1, et aussi [K-L] §5). — Le k-morphisme 
TTj^ : Uj_^ — > Xj_^ x XJ'J' ci-dessus est un fibre vectoriel (A^^ x A^^) -équivariant de 
rang r et le k-morphisme induit, V^^ — > Zj^ x Z^J , est un fibré vectoriel de rang r. 

Preuve : La fibre de tTj^ en un point (Mi,M2) de Xj^ x XJ'J' est le schéma des 
ØF-réseaux M C Ej, stables par 77, qui s'insérent dans le diagramme commutatif 



Ei, - 


-> Ej — 


- Ei, 


U 


U 


U 


Ml - 


M - 


^ M2 



de Oi?-niodules. Pour tout M comme ci-dessus, on a nécessairement Mi © (0) C M C 
Ei-, ® M2, et M/(Mi © (0)) C {Ei, /Mi) © M2 est le graphe d'un homomorphisme de 
i?-modules 

M2 EijMi 

qui échange la multiplication par 7/^ sur M2 avec celle par 7/^ sur Ei, /Mi. La fibre de 
TTjj en (Ml, M2) peut done étre identifiée å Fespace vectoriel 

Homo^[T](M2,E7,/Mi), 

011 T agit sur M2 par multiplication par 7/^ et sur Ei, /Mi par multiplication par 7/^. 
Une variante de cet argument ou on remplace k (ou k') par une /c-algébre arbitraire, 
montre que tt^^ est un fibré vectoriel généralisé au sens de Grothendieck. Comme 7/ 
est topologiquement nilpotent, on a encore 

Homo^[T](M2, Ei,/Mi) = Homo^[[T]](M2, Ei,/Mi). 

Pour conclure la preuve de la proposition, il suffit done de démontrer que le rang de 
Pespace vectoriel 

Homo^[[T]](M2,£;7i/Mi) 
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ne dépend pas de (Mi, M2) et est égal å r. Pour cela on va montrer que le complexe de 
Å;-espaces vectoriels 

i2Homo^[[T]](M2,Æ;/i/Mi), 

est concentré en degré et a une caractéristique d'Euler-Poincaré egale å r. 
On a un triangle distingué 

i?Homo^[[T]i(M2,Mi) ^ i?Homo^[[T]i(M2,E7j ^ i?Homo^[[T]](M2, E/^/Mi) ^ 

ou i?Homo^[[j']](M2, -E/J = (0) puisque la multiplication par Pi^{T) e Of[[T]] est 
rendomorphisme nul de M2 et un automorphisme de Ei^. Il ne nous reste plus qu'å 
démontrer que le complexe -RHomo^[[T]](M2, Mi) est concentré en degré 1 et a une 
caractéristique d'Euler-Poincaré égale å —r. 

Adoptons un point de vue plus géométrique en introduisant le germe formel de surface 
S = Spf(Oi?[[T']]) sur k et, pour a = 1,2, la courbe 

6„ : = Spf (A,J § 

d'équation Pi^{T) — 0, tracée sur cette surface, et le Og^^-Module cohérent Mq., sans 
torsion et partout de rang générique 1, défini par M/^. On a bien entendu 

i?Homo^[[T]](M2,Mi) = i?Homos(i2,*M2,H,*Mi) 

et -RHomog (i,2,*M2, ti^^Mi) est aussi la fibre de -RlKomog (t2,*M2, ti^*Mi) en Torigine 
s = (tUi? = 0, T = 0) de § puisque Tintersection des deux courbes C/^ ct C/^ est par 
hypothése supportée par s. 

Comme § est réguliére, on a Ext|(i2,*M2, ii,*Mi) = (0) pour i ^ {0, 1, 2}. On a aussi 

Homos (''2,*M2, ti,*Mi) = Homoe^^ (''^2,*M2, Mi) = (0) 

puisque i\i2,*'^2 est de torsion et Mi est sans torsion. 

Soient p2 : 6/3 — Spf(0£;^^) C/j la normalisation de la courbe 6/3 et M2 le 
0~ -Module libre de rang 1 défini par le Ei -module M2 = 0_Ej M2 C Ej^ . On a un 

liomomorphisme injectif de Og-Modules i2,*M2 ^ i2,*P2,*M2, et done un épimorphisme 
de /c-espaces vectoriels 

Extog (t2,*P2,*M2, H,*Ml) Extog (t2,*M2, tl,*Ml). 

Or, par dualité de Grothendieck, on a 

Ext*Og (i2,*P2,*M2, il,*Mi) = Ext*o_ (M2, L{t2 o p2)'il,*Mi) 

et 

L{t2 O p2)'il,*Ml =0J^ (g) (i2 O P2)*<^f~^ (H) L{l2 O P2)*tl,*Ml[-l] 
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puisque les complexes dualisants de § et 6/3 sont de la forme ujs[2] et uj~ [1] ou les 

Modules 0^5 et uj~ sont inversibles. Par suite, Ext|(/-2,*P2,*M2, ti,*Mi) = (0) et on a 

montré que f?Homog (z,2,*M2, ii,*Mi) est concentré en degré 1. 

On termine la démonstration de la proposition å Faide du coroUaire 1.4.7 ci-dessous. 

□ 

Proposition 1.4.6 (Deligne). — Soient X = Spf(Ox,x) le complété formel d'une 
varieté lisse X sur un corps k en un point ferme x , supposé rationnel sur k pour simplifier. 
Soient /-i : "-^ X et ^2 : ^2 X deux sous-schémas formels fermés de X, de dimensions 
pures dim(yi) et dim('y2) respectivement, tels que 

(yiny2)red = W 

et 

dim(yi)+dim(y2) = dim(X). 

Soient Ki et K2 deux complexes hornes de Ox-Modules quasi-cohérents plats dont les 
faisceaux de cohomologie sont supportés par '^i et '^2 respectivement. 

Alors, le complexe Ki ®0x -^2 est supporté par le point fermé x de X et sa fibre 
(naive) en ce point est un complexe horne de k-espaces vectoriels dont la caractéristique 
d'Euler-Poincaré est egale å 

^(^1,^2) rang(Ki) rang(K2) 

oil m{^i,}^2) est la multiplicité d'intersection de Vi et "^2 et ou rang(i^Q;) est le rang 
générique de K^^ pour a = 1,2. 

Preuve : Voir [De 1] Thcorcmc 2.3.8 (iii). Les arguments de Deligne peuvent étre 
facilement modifiés pour éviter Tutilisation de la cohomologie £-adique. □ 

CoROLLAiRE 1.4.7. — Supposons de plus que ^2 soit d'intersection complété dans X et, 
pour a = 1,2, soit Mq un Oi^^-Module cohérent de rang générique r a. Alors le complexe 
de k-espaces vectoriels 

i?Homo^(i,2,*M2, ti,*Mi) 

est horné et å cohomologie de dimension finie, et sa caractéristique d'Euler-Poincaré est 
égale å 

{-l)^^^'^-^m{^^,^2)rir2. 
Preuve : Comme X est régulier, on peut trouver, pour a = 1,2, une résolution finie 
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par des Ox-Modules libres de rang fini. Le complexe d'espaces vectoriels 

i?Homox(i2,*M2,<'i,*Mi) = Homox(-f^2, -f^i) 
est alors la fibre en s du complexe K2 Øo^ Ki, ou 

= J{omoAK2,0x) 

est aussi un complexe borné de Ox-Modules libres de rang fini. 
Par dualité de Grothendieck, on a 

K2 = -RIKomox(i2,*M2, Ox) = t2,*-R ^^omoy^ (M2, 40x) 

^ L2,:,R:Komoy^ (M2, Oy J[dim(X) - dim(y2)] 

et, en particulier, 

rang(K2^) = V2. 
Il ne reste plus qu'å appliquer la proposition. □ 

Preuve du théoréme 1.4.1 : On stratifie Uj_^ par les parties localement fermées 
-^hh-pO pour p = 0,1,..., r, et done 1^/° par les parties localement fermées 

On a alors une suite spectrale 
et la relation 

r 

p=l i i 

Mais on a 

d'aprés la proposition 1.4.5, et ZjJ' est isomorphe å Zj^, d'ou la conclusion d'aprés le 
lemme 1.4.3. □ 

Remarque 1.4.8 : Dans la situation arithmétique de la section 1.3, on vérifie que 
ind:,(Frobx,/F,(M)) = -r - ind::(M) et ind;:(Frobx,/F, (M)) = -r - ind:,(M) 
pour q; = 1, 2 et tout point M de X/. En effet, pour {a, (3} = {1, 2}, on a 
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avec vei^ {^^''^ Pi^i^ia)) — f, de sorte que 

{Aj, x Ai,)^' = £'^^P,,(77jAj, X e'''Pi,{ji,)Aj, c Aj c Aj, x Aj,. 

Par suite, chaque partie localement fermée Zj^ j^.^ de Zj est stable par 1'endomorphisme 
de Frobenius Frob2,o /p^ et est mimie d'une structure rationnelle sur ¥q que 1'on note bien 
entendu 2.9 r De plus, le relévement de Prob^o /p å /o|2^? r = est la 
multiplication par (— 1)'^"^ puisque l'on a 

ind:,(a(A) • M) - ind:,(M) = ind:;(a(A) • M) - ind::(M) = A, 

pour « = 1,2, tout M e X° et tout A e A°, et que Tégalité 

Frobx,/F,(M) = cT(AM)-M 
pour M e Xj^^i^-p et Am G Aj force 

>^M,i = -r- ind'^{M) - md';,{M) 

å étre de méme parité que r — p — r — ind^(M) + ind^(M). On a done 
Qi,n,„r, = tr(Frob^o/F^, i?r(Fp Li.j,)) 

r 

= J](-l)--nr(FYob^o^ ^^ ^/^^,Rr{¥,^^^ 2;°^,/,;^, Q^))- 

□ 

2. LES FIBRES DE SPRINGER COMME REVÉTEMENTS 
DE JACOBIENNES COMPACTIFIÉES 

2.1. La courbe C/ et son schéma de Picard compactifié de C/ 

Dans la situation de la section 1.1, le schéma formel Spf(A/) est un germe formel 
de courbe plane dont la familie des branches irréductibles est {Spi{Ai))i^i et dont le 
normalisé est le schéma formel semi-local Spf(^/) = Yiiei ^P^i^Ei)- On suppose dans la 
suite que le nombre d' elements du corps k est au moins égal au nombre d' elements de 
V ensemble fini I. 



18 



Proposition 2.1.1. — // existe une courbe projective et géométriquement intégre Cj 
sur k, munie d'un k-point ci, ayant les propriétés suivantes : 

(1) Cl est lisse sur k en dehors de cj, 

(2) le complété de Vanneau local de Cj en c/ est isomorphe å Aj, 

(3) la normalisée Cj de Cj est isomorphe å la droite projective standard¥\ sur k. 

Pour une telle courbe C/, son morphisme de normalisation ttj : Cj ^ Ci est un 
isomorphisme au-dessus de Cj \ {cj}, et nY^{ci) C Cj est Pensemble des branches de 
Spf (A/) ; pour chaque i G /, on notera Cj le point de 7tY^{ci) correspondant å la branche 
Spf(^i). 

Preuve : On fixe arbitrairement une injection i : I ^ k et, pour chaque i & I, on fixe 
arbitrairement une uniformisante w Ei de O^j- On plonge k[x] dans 0^^ en envoyant x 
sur + w Ei- On en déduit un plongement de fc-algébres de k[x\ dans Oei = Aj qui 
identifie Ai au complcté de 1'anneau semi-local de la droite affine = Spec(Å;[æ]) en 
1'ensemble fini de points 

Considérons alors la /c-algébre Bj définie par le carré cartésien 

Bi c Ai 

n □ n 

k[x] C Ål . 

Elle est intégre, de type fini sur k et de dimension 1, l'inclusion Bi ^ Ai induit un 
isomorphisme du complété de Bi le long de son idéal maximal rn./ 05/ sur Ai et Tinclusion 
Bi ^ k[x] fait de k[x] une B/-algébre finie. En effet, d'une part on a 

Ai = k[x] + a^+\ Vn e N, 

et ai C Ai c Ai, de sorte que 

Ai = Bi + a'}+\ Vn e N, 

et d'autre part 

k[x] nai C Bi (Z k[x] 

est l'idéal principal engendré par 

On peut done effectuer la «somme amalgamée» de et de Spf(^/) le long de 
Spf(y4./); c'est par définition le A;-schéma affine Spec(57). Bien sur, le morphisme fini 
A^ Spec(5/), induit par Tinclusion Bi C k[x], envoie le sous-ensemble fini i{I) C A^ 
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sur un unique /c-point c/ de Spee (i?/) et il induit un isomorphisme de \ sur 
Spec(S7) \ {ci}. 

On définit la courbe géométriquement intégre et projective Cj sur k en recoUant 
Spec(S/) et \ le long de leur ouvert commun Spec(57) \ {c/} = \ <,(/). □ 

Le genre arithmétique dirufc if^(C/, Oc/) = 1 — x{Ci, Oc/) de C/ est égal å Sj. Pour 
tout Ocj-Module cohérent M, on pose 

deg(M) = x{Ci, M) - rang(M)x(C/, Oc,) 

ou rang(M) est le rang générique de M. Pour tout Oc^-Module inversible 7r|£ est un 
0~ -Module inversible et on a 

deg{^) = deg(7r;£) 

et 

deg{il (^ocj ^) = rang(M) deg(i:) + deg(M). 

Soit Pi = Piccj/k le fc-schéma en groupes de Picard de Cj. Pour toute extension k' 

de k, ses Å:'-points sont les classes d'isomorpliie de OA;'(g)feC/-Modules inversiblcs (avec 
la multiplication définie par le produit tensoriel). Ce /c-schéma est lisse de dimension 
åj. Ses composantes connexes sont les sous-Zc-schémas P/, (i G Z, découpés par le 
degré du Module inversible universel, et elles sont en fait géométriquement connexes. 
La composante neutre Pj de Pj est quasi-projective. 

Soit Pj = Piccj/k le /c-sclicma dc Picard compactifié (cf. [A-K 2]) dont les fc'-points 
sont les classes d'isomorpliie de Ofc',g,j,c'^-Modules cohérents sans torsion de rang générique 
1. Par dcfinition, Pj est un ouvert de P/ et Taction par translation de Pi sur lui-méme 
se prolonge en une action de Pj sur Pj (encore définie par produit tensoriel). On a aussi 
un découpage en parties ouvertes et fermées 

Pi = l[Pj 

par le degré du Module sans torsion universel, avec bien entendu 

pf = PinPj 

et 

pd pe _ 'pd+e 

quels que soient les entiers d,e. D'aprés Mayer et Mumford (cf. [A-K 2] et [A-K 3]), 
chaque composante Pj est un fc-schéma projectif. 
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Théoréme 2.1.2 (Altman, larrobino, Kleiman, [A-I-K] CoroUary (7); Rego, [Re] 
Theorem A). — Chaque composante Pj de Pj est géométriquement intégre et localement 
d'intersection compléte de dimension Sj. □ 

2.2. Lien entre fibres de Springer et schémas de Picard compactifiés 

Faisons le lien entre les Å;-scliémas Xj et Pi. On a la suite exacte 

dont la fléche de co-bord identifie les fc-schémas en groupes = iy°(C7, Tr/^Gm/Gm) et 
Pj = Ker(iy^(C/, Gm) — > H^{Ci, Gm)) puisque Cj est une droite projective sur k. On 
prolonge cette Identification en un fc-épimorphisme de Å;-scliémas en groupes 

Gi^Pi 

en envoyant x e Ef /A^ sur le Oc/-Module inversible L obtenu en recoUant Oci\{ci} 
et Ai le long de Spec(£^/) = (Cj \ {c/}) x^-^ Spec(A7) å Faide de la multiplication par 
x. Cet épimorphisme n'est autre que la fléche H^^^y{Ci, Gm) H^{Ci, Gm) qui s'insére 
dans la suite exacte longue 

(1) =Hl^^y{Ci,Gr.) ^ iy°(C/,G„,) ^ H\Ci \ {ci},Grr,) 

^Hl^y{Ci,G^) ^ H\Ci,G^) ^ H\Ci \ {c,},GJ = (1) 
et son noyau est done le groupe discret 

H%Ci\{ci},Gn.)/H^{Ci,G^) C E^/Af 

II i 
H%Ci\nY\ci),G^)/H%Ci,Grr,) C E^/O^ 



des diviseurs de degré sur C/ qui sont supportés par le fermé réduit ttJ (c/)red — {ci \ 
i e /}, groupe que Ton identifie å A° par la fléche A i— > J2i£i Compte tenu de cette 

identiflcation, le plongement 

H\Ci \ {ci}, Grr,)/H\Ci, Gm) E^/A^ = Gi{k) 

déflnit un scindage cr : A° — > G/ de Textension 1 — > Gj — > G/ — > A/ — > au-dessus de 
A? c A,. 
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On prolonge Gj Pi en le morphisme de /c-schémas 

Xi^Pi 

qui envoie M C E sur le Oc^-Module sans torsion M de rang générique 1 obtenu en 
recoUant Ocj\{ci} et M le long de Spec(£'7) = (C/ \ {c/}) x^^ Spec(^/). Pour chaque 
entier (i, ce morphisme envoie la composante conncxc X f dans la composantc connexe 
Pj. Il est G/-équivariant pour 1'action naturelle de Gj sur Xj et 1'action de Gj sur 
Pj induite par celle de Pj sur Pj et Fépimorphisme Gj Pj ci-dessus, et il passe au 
quotient en un morphisme de Å;-schémas projectifs 

Zi = X,/(7(A?) ^ Pi 

qui envoie, pour chaque entier d, la composante connexe Zf dans la composante connexe 
pj. Le morphisme Zj — > Pj est birationnel puisqu'il induit un isomorphisme de 1'ouvert 
Z° = X°j/K^j C Zj sur Pouvert Pj CPj. 

Proposition 2.2.1. — Le k-morphisme birationnel Zj Pj ci-dessus est un 
homéomorphisme universel, c'est-å-dire est fini, radiciel et surjectif. 

Preuve : Il suffit de voir que les fibres géométriques du morphisme Zj — > Pj sont 
toutes réduites å un point, avec éventuellement des nilpotents. Or tout Oc/-Module M 
sans torsion de rang générique 1 s'obtient par recoUement de Oc/\{c/} et d'un Aj-réseau 
M <Z Ei,le couple formé de M et de la donnée de recoUement étant uniquement déterminé 
modulo Taction de a{A^j) = H^{Ci \ {a}, G^)/H^{Ci, G^). □ 

Compte tenu du théoréme 2.1.2, on déduit de cettc proposition : 

CoROLLAiRE 2.2.2. — Le k-schéma Zj est irréductible et la Gj-orbite Xj de M — Aj 
est dense dans Xj. □ 

Bezrukavnikov [Be] a donné une formule tres générale pour la dimension des fibres 
de Springer, formule qui contient bien entendu Fégalité dim(X/) = Sj. Par contre, sa 
méthode ne permet pas de démontrer que Xj n'admet pas de composantes irréductibles 
de dimension < Si. 

CoROLLAiRE 2.2.3. — Le revétement étale Galoisien Xj Zj de groupe de Galois 
Aj = cr(Aj) provient par le changement de base Zi — > Pi d'un revétement étale Galoisien 

Wi-P)^ Pi 

dont la description au niveau des k' -points est la suivantes : Pj{k') est V ensemble 
des couples (M,i), ou M est un Ok'^f.Ci-Module sans torsion de rang générique 1 et 
i : ^|A;'(8)fe(Ci\{cj}) -—^ ^k'®k{Ci\{ci}) une trivialisation de la restriction de Ivl å 
k' ®k {Cl \ {c/}), et Tpj est le morphisme d'oubli de i. □ 

On noter a encore P\ = Gj et (pi : Pj ^ Pj le /c-épimorphisme défini plus haut. 
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Exemples 2.2.4 : Pour |/| = 1 et Pi{T) = — Wp, Cj est la cubique n'ayant pour 
seule singularité qu'un cusp ordinaire et rhoméomorphisme Zj — > est naturellement 
isomorphe au morphisme de normalisation Tii : Cj ^ Cj. 

Pour I ^ {1,2}, Pi{T) = T -WF ei P2{T) = T + C^estla. cubique n'ayant pour 
seule singularité qu'un point double ordinaire, ipj : Zj ^ Pj est un isomorphisme et la 

composante de degré du revétement Ipj-.Pj^ Pi est naturellement isomorphe au 

revétement C\ Cj de groupe de Galeis Z dont 1'espace total est la chaine de droites 
projective indexée par Z obtenue en prenant Z copies de la droite projective standard 
sur k et en identifiant le point å 1'infini de la n-éme copie å 1'origine de la (n + l)-éme. □ 

On peut généraliser la proposition 2.2.1 comme suit. Soit C une courbe géométrique- 
ment intégre et projective sur k n'ayant quc des singularités planes et rationnelles sur k, 
et dont la source du morphisme de normalisation nc '■ C ^ C est la droite projective 
standard sur k. Soit {cj | j e J} Tensemble fini des points singuliers de C et, pour chaque 
j e J, soit 7r^^(cj) — {ci\i & Ij} l'ensemble des branches de C en Cj. Pour chaque j G J, 
notons Aj. le complétc de 1'anneau local de C en Cj et Cj la courbe construite en 2.1, de 
normalisée une droite projective et qui n'a qu'une seule singularité (en c/^.), singularité 
dont la germe formel est Spf(A/^.). 

On peut former les Å;-schémas de Picard compactifiés Pj. des Cj. et les «fibres de 
Springer» Xi. des ^/^-réseaux dans Tanneau total des fractions Ei. de Ai., ainsi que 
leurs quotients Zj. = Xi./aj{A°i.) ou A?. = Ker(Z^^- ^ Z) C Z^^ = Ai. et 

'^ji^D = H\Ci^ \ {ci^},Gm)/H'{Ci^,G^) C El/Al. 
Alors, d'aprés ce qui précéde, on a un homéomorphisme universel 

qui induit pour chaque familie d'entiers {dj)j^j un homéomorphisme universel 

On peut aussi former le Å;-schéma de Picard compactifié P de C et on a un Å;-morphisme 

X=l[Xi^^P 

jeJ 

qui envoie (Mj C Ei.)j^j sur le Oi^^-Module M sans torsion de rang générique 1 obtenu en 
recoUant Oc\{cj\j^j} et les Mj. Ce /c-morphisme est équivariant pour Faction du groupe 
discret 

H\C \ {cj I j e J}, Q^)/H\C, G^) c n ^l/^l 
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qui est F image d'une section a de la projection canonique 

n ^^ ^ n ^i^h - n = = a 

au-dessus de hP — KerCZ^ — > Z) (on a bien entendu posé / = lljej ^j)- passe done au 
quotient en un Å;-morphisme 

Z = X/a{hP) P. 

La construction des courbes Cj. , et done des sections aj. , dépend du choix d'unifor- 
misantes Wi = des Ei pour les i ^ Ij- De telles uniformisantes sont données par le 
choix d'une carte afRne Spec(/c[a;]) C C = qui contient tous les points Cj, i G /. Si on 
fixe de cette fagon les uniformisantes, la restriction de u : A° ^ Ylj^J ^i^j/^fj ^ 

n ^% ^ n Ker(Z^^ ^ Z) C Ker(Z^ ^ Z) = A° 

jeJ jeJ 

est egale å la section Yij^j^ij ®^ l'application quotient X = Ylj^j-^i, Z se factorise 
par un /c-morphisme 

jeJ 

qui induit, pour chaque familie d'entiers {dj)j^j de somme d, un fc-isomorphisme 

ou Z'^ est la composante connexe de degré d de Z. 

Proposition 2.2.5. — Le k-morphisme ci-dessus Z P , somme disjointe pour d G Z 
des k-morphisme Z'^ ^ P , est un homéomorphisme universel. □ 

CoROLLAiRE 2.2.6. — Le revétement étale Galoisien X ^ Z de groupe de Galeis 
A° = cr(A°) provient par le changement de base Z ^ P d'un revétement étale Galoisien 

Ifi-.P^ ^P 

dont la description au niveau des k' -points est la suivantes : P {k') est Vensemhle 
des couples (M, t), oii M est un Ok'^kC-Module sans torsion de rang générique 1 et 
L : M|fc'(g)fe(c\{cj |j6 j}) ^k'>sjk{c\{cj\jeJ}) '""6 trivialisation de la restriction de M 
d k' Øfe (C \ {cj I j e J}), et Tp est le morphisme d'oubli de l. □ 

2.3. Retour å la situation arithmétique du lemme fondamental 
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Plagons nous de nouveau dans la situation de la section 1.3, de sorte que k — ¥q2. On 
suppose de plus que |/| < g. 

Compte tenu de Thypothése (1.3.1), rautomorphisme * de 0^;^ envoie Aj dans lui- 
méme. On vérifie alors que 

Ai^o = Aj n Ei^o = {x e Aj \ x ^ x*} 

= {ao + «17/ H h ani-i^j'~^ \ aj e 0^ et a* = {—lyaj} 

est une Fg-structure sur la Fq2-algébre Aj et que la normalisée de la Fg-algébre Ai^o est 
Ei^Q. Le morphisme de normalisation 

Spf(0£;J^Spf(^,) 

se descend done de Fq2 å Fg en le morphisme de normalisation 

Spf(0^;,,J ^ Spf(A,,o). 

Bien sur, on peut aussi introduire de la méme fagon une Fg-structure Ai Q sur la Fg2- 
algébre Ai pour cliaquc i e /. 

On peut reprendre la construction de Ci donnée en 2.1 en choisissant l : I Fg2 = k 
de telles sorte que son image soit contenue dans ¥q C Fg2 et en choisissant chaque 
uniformisante w Ei dans Ei^Q G E^. La, courbe Cj obtenue se descend alors en une courbe 
projective et géométriquement intégre C/^o sur Fg, n'ayant qu'un seul point singulier 
rationncl sur Fg, dont le germe formel en ce point singulier est Spf (A/^o) et a des branches 
Spf(ylj,o) qui sont toutes rationnelles sur Fg, et dont la normalisée est . 

On munit alors le Fg2-schéma de Picard compactifié P/ de la Fg-structure rationnelle 
Ti dont Tendomorphisme de Frobenius envoie, pour toute extension k' de Fg2 , un A;'-point 
M sur le k' ®a; Cj-Module sans torsion de rang générique 1, 

Froby^/p^(M) = (k' Probc,,o/Fj*(M^) = {{k' Probc,,o/Fj*M)^, 

oil Frohcj q/f, : Cj ^ Cj est 1'endomorphisme de Frobenius pour la Fg-structurc 
rationnelle C/^o sur Cj et oia = 'Komki(^^o^^{M,^k' ®k Od) est le dual de M. Si 
M est inversible, il en est de méme de Froby^^^ (M), de sorte que Frob^^^jp induit un 

endomorphisme de Frobenius sur Fouvert Pi G Pi, d'oii une Fg-structure rationnelle 
sur Pi. 

Lemme 2.3.1. — Les morphismes Gi Pi et Xi Pi sont compatibles aux Fg- 
structures rationnelles considérées en 1.3 et ci-dessus ; ils se descendent done en des 
W q-morphismes S/ — > 7/ et X/ — > CP/. 
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Preuve : Il sufRt de démontrer que, pour toute extension finie k' de k et tout sous-Aj- 
module M d E'j[— k' ®k Ei) partout de rang générique 1, on a 

(M^)* = (M*)^ = M^' 

ou 

= HomA'^(M, A'j) = {y e E'j \ yM G A'j}. 
Or, on a les inclusions évidentes 

(M^)* c iM*y c 

inclusions qui sont toutes les deux des égalités pour M = A^, et on a 
[M^ : AT^] = [M* : N*] = [M^' : N^'] = -[M : A^] 
pour tout couple (M, N) de sous-^j-modules de Ej partout de rang générique 1. □ 

2.4. Auto-dualité des jacobiennes compactifiées d'aprés Esteves, Gagne et 
Kleiman 

Dans [E-G-K], Esteves, Gagné et Kleiman ont démontré un théoréme d'auto-dualité 
pour les jacobiennes compactifiées des courbes projectives et intégres dont toutes les 
singularités sont planes et de multiplicité 2. Ce théoréme généralise Fénoncé classique 
d'auto-dualité des jacobiennes des courbes projectives et lisses. 

Nous n'aurons besoin que de la partie «facile» de ce théoréme, partie qui vaut en fait 
sans 1'hypothése restrictive de multiplicité 2 et que nous allons rappeler maintenant. 

On se place dans la situation naturelle pour ce résultat. Soient done S un schéma 
næthérien et C ^ 5" un morphisme projectif et plat, dont toutes les fibres géométriques 
sont intégres et de dimension 1. Pour simplifier, on supposera qu'il existe une section 
globale de C sur S dont Timage est contenue dans le lieu de lissité de C sur S et on fixera 
une fois pour toute une telle section oo : 5 — > C. On notera [oo] le diviseur de Cartier 
relatif sur C image de cette section. 

Pour chaque entier d, soit P'^ = Pic^^g la composante du S'-schéma de Picard de la 
courbe C/S qui paramétre les classes d'isomorphie de Modules inversibles sur C qui sont 
de degré d fibre å fibre du morphisme C — > 5, et soit P'' = Pic^^^ la compactification 

relative de P^ qui paramétre les Modules cohérents sur C qui sont plats sur S et, fibre å 
fibre, sans torsion, de rang générique 1 et de degré d. La torsion M — > M{—{d+ l)[oo]) 
par le diviseur de Cartier —{d+ l)[oo] identifie P'^ et P^ å P~^ et P~^ respectivement. 

On supposera que, pour un entier d ou, ce qui revient au méme, pour tout entier d, le 
foncteur de Picard de P'^/S est représentable par un S'-schéma 
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qui est une réunion disjointe de 5'-schémas quasi-projectifs. Cest le cas d'aprés 
Grothendieck ([Gr 2] Théoréme 3.1, et aussi [B-L-R] §8.2, Theorem 1) si toutes les fibres 
de C/S ont au pire des singular ités planes, car le yS-schéma P*^ est alors projectif, plat et 
å fibres géométriques intégres d'aprés Altman, larrobino et Kleiman, et Rego (cf. [A-I-K], 
[Re] et notre section 2.1). C'cst aussi le cas si S est le spectre d'un corps d'aprés Murre 
et Oort (cf. [B-L-R] §8.2, Theorem 3). 

Si S est le spectre d'un corps k, le fc-schéma en groupes Picpd/^ admet une composante 

neutre Pic^^^^ et on définit 

n>0 

Oil [n] : PiCpd/j^ — ^ ^^'^p'i/k multiplication par l'entier n. Pour S arbitraire, on note 

Pic^^^g (resp. Pic^^^^) le sous-foncteur de Pic-pd/g forme des classes d'isomorpliie de 

Modules inversibles sur dont la restriction å chaque fibre de ^ S est dans 
Pic^d^^^^^ (resp. Pic^^^^^^^). Le sous-foncteur Pic^^^^ est représentable par une partie 

ouverte et fermée de PiCpd^^ (cf. [B-L-R] §8.4, Theorem 4) ; par contre, le sous-foncteur 

^'^^^ P^^ représentable en général. 
On a Tapplication d'Abel 

A_i :C^P-^ 

définie par 1'Idéal de la diagonale C G C Xs C : la premiere projection C x s C ^ C est 
un changement de base de C ^ S et cet Idéal est un c x sC- Mo dule cohérent qui est 
plat sur C et, fibre å fibre, sans torsion, de rang gcncrique 1 et de degré —1. Pour tout 
entier d, on définit 

Ad-.C^P'' 

comme le composc de A-i et de l'isomorphisme P~^ de torsion par {d+ l)[oo]. 

Le morphisme induit un homomorphisme de ^-schémas en groupes 

A*d : PiCpd/5 ^ Picc/s. 

Dans [E-G-K], Esteves, Gagné et Kleiman construisent im inverse å droitc de 
r homomorphisme sur P^ = Pic^/g C Ficc/s en utilisant le déterminant de la coho- 
mologie. 

Plus précisément, notons 



CxsP CxsPxsP'' CxsP" 



Pl'2 



P X cP° 



pr2 



pr2 
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les projections canoniques et et M""'^ les Modules universels sur CxgP^etCxgP 
respectivement, rigidifiés le long des sections P°— ^CxgP^etP— ^Cx^P induites 
par la section oo : S ^ C. Alors, on peut former le Op^^po-Module inversible 

(det Ppr23,,(pr*2 M""^^ pr*3 £-niv))ø-i ^ det Pprsg,, pr^s M^^^'^ 
sur P Xs P^, Module inversible qui définit un morphisme 

P=llpd:P'^ PiCp/5 = n Pi^P-^/S • 

Proposition 2.4.1 (Esteves, Gagne et Kleiman; [E-G-K], Proposition (2.2)). — Pour 
chaque entier d, le morphisme (3d '■ P^ ^ Pic-pd/5 est un homomorphisme de S-schémas 
en groupes dont Vimage ensemhliste est contenue dans le sous-foncteur Pic^^^^, et done 
dans Vouvert et fermé Pic^^^^, et la formation de (3^ commute å tout changement de 
hase S' ^ S. De plus, le composé A*^ o (3a est Videntité de P^. □ 

Remarque 2.4.2 : Si on note 

fi -.P Xs P^ ^P, (M, £) ^ M (g)oc ^, 

Faction naturelle de P'^ sur P, on a le carré cartésien 

CxsPxsP'' 

Pr23 

PxsPO - 

et on a un isomorphisme canonique 

pr*2 M""^" ® pr^g i:™" = (Ide x/x)*M'''^'^. 
Le théoréme de changement de base assure alors que 

et le morphisme /? d'Esteves, Gagné et Kleiman est encore défini par le Module inversible 

{fj,* det R pi^,* M™'^)®-^ (8) det R pi^,* ^Vt™""- □ 



Ide x /[i 



CXcP 



□ 



pr2 
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2.5. Schémas de Picard et dualité pour les tores 

Nous aurons besoin dans la section suivante et la section 4.3 d'un resultat général de 
Grothendieck qui nous a été communiqué par Raynaud. 

Soient / : Z — > 5' un morphisme propre, plat et de présentation finie de schémas tel 
que /*0z = O5 et T un ^-tore (plat et de présentation finie), de faisceau des caractéres 
X*{T) = IK0m5.sch.gr. *Gin,5)- Pour chaque changement de base 



Z' 



f 



□ 



S' 



s 



chaque section globale t' du S"-torc T' = S' x s T et chaque /'*X*(T')-torseur Y' sur 
Z', on note {Y' , t') le Gm^^/-torseur sur Z' obtenu en poussant Y' par le caractére image 
réciproque par /' du caractére X*{T') Gm^g/, x' ^ x'{t')- 

Proposition 2.5.1 (cf. [Ra] Proposition (6.2.1)). — Notons 

le foncteur de Picard relatif. Alors, Vhomomorphisme de faisceaux étales sur S 

R^fJ*X*{T) ^ J{oms-sch.gr.(T,Picz/5) 

qui, quel que soit le S-schéma S' , envoie la classe d'un f'*X*{T')-torseurY' Z' sur 
Vhomomorphisme {Y' , •) : T' — > Pic^z/g/, est un isomorphisme. 

Preuve : On raisonne comme le fait Raynaud pour prouver la Proposition (6.2.1) de 
[Ra]. Pour tout faisceau fppf en groupes commutatifs H sur S, on considére le foncteur 

S ^ H{S) = U J{om(/* S) 

sur la catégorie des faisceaux fppf en groupes commutatifs sur Z. On a deux suite spectrale 

= R" f, txe{fj, g) ^ Rp+m{5) 

et 

= £xt^(^, Rpf,9) ^ Rp+m{s) 

et done deux suites exactes courtes des termes de bas degrés, qui s'écrivent pour 3^ — T 
et S = Gm,z, 
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L'homomorphisme de la proposition est alors l'homomorphisme composé 
R^Urx*{T) ^ R^H{Gm,z) ^ :Kom(T,i?V*Gm,z). 

On a /*Gin,z = Gm,5 par hypothése et on sait que 8.xt^(f*T,Grn,z) = (0) et 
Ext^(T,G^^s) = (0)- Par suite, 1'homomorphisme composé ci-dessus est injectif et, 
pour démontrer qu'il est bijectif, il sufiit de vérifier que 1'application Ext^{T, f^Gui.z) ^ 
R'^H{Grn,z) est injective. Comme cette proprictc d'injcctivité est locale pour la topologie 
fppf sur S, on peut supposer que / admet une section globale z : S ^ Z, et done que Fon a 
une fléche t : /*S — -z*S fonctorielle en S. Or, la fléche t induit un morphisme R'^H{S) — ^ 
£x^^(J, z*9) tel que 1'liomomorpliisme composé £xi^(J, /^S) ^ R^H{5) £x^^(3^, z*9) 
soit égal å Zxt^{3^, l), et elle est un isomorphisme pour S = Grn,z par hypothése. Notre 
assertion d'injectivité est done vérifiée et la proposition est démontrée. □ 



2.6. Auto-dualité des jacobiennes compactifiées et fibres de Springer 

Revenons maintenant å la situation de la section 2.1. Nous avons done la courbe intégre 
et projective C = Cj sur k, de normalisée tt = tt/ : C = C/ — C une droite projective, 
avec son unique point singulier c = c/ en lequel la singularité est plane. Le complété de 
Fanneau local de C en c est notre anneau A — Aj de la section 1.1 et Fensemble des 
branches 7r~^(c) = {cj | i e /} est indexé par /. 

On considére le Å;-schéma de Picard compactifié P = Pj de C et son revétement étale 
Galoisien 

de groupe de Galois 

A° = iy°(c \ {c}, G j/iy°(c, G j 

= H\C\{c,\ie I}, G^)/H\C, G^) = Ker(Z^ ^ Z), 

défini dans la section 2.2. Rappelons que les fc-points de P sont les couples (M, t) oil 
M est un Oc'-Module sans torsion de rang générique 1 et t : 'M\c\{c} Oc\{c} sst une 
rigidification de M sur le lieu de lissité C \ {c} de C, et que la fléche du revétement est 
Foubli de la rigidification. 

^ 

Par construction, la restriction du revétement P — > P par le morphisme radiciel 

Z = Zi ^P 

défini en 2.2 est le revétement 

X X/hP = Z 
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ou X = Xj est la fibre de Springer de la premiere partie. 

Nous allons utiliser les resultats généraux des sections 2.4 et 2.5 pour donner une autre 
définition du revétement P ^ P. 

Soit T le tore maximal de la composante neutre P° du fc-schéma de Picard de C. On 
a T = fe/<Gni,fe et le groupe des caractéres de T est naturellement isomorphe au noyau 

Ker(Z^ ^ Z) 

de 1'homomorphisme somme, avec pour accouplement 
Ker(Z^ ^ Z) x T ^ Gm,fc, (A, t) ^ 

L'homomorphisme de /c-schémas en groupes 

obtcnu cn composant 1'inclusion T C ct l'homomorpliisme canonique /3 d'Esteves, 
Gagné et Kleiman (cf. 2.4), définit done d'aprés la proposition 2.5.1 un A^-torseur 
pt ^ p. 

^ 

Proposition 2.6.1. — Le hP-torseur P^ —> P n'est autre que le revétement P —> P. 

Preuve : Il s'agit de démontrcr quc, pour chaque entier d, la restriction å Z'^ du A*^- 
torseur P^ ^ P est isomorphe å X"^ — > = X^/A^ et, bien sur, il suffit de le faire pour 
d = 0. 

Si 1'on interpréte le /c-schéma de Picard Pic^o //, de comme le fc-schéma de 

Picard A*^-équivariant Pic^o de X^, le A'^-torseur X^ Z^ correspond de maniére 
tautologique par la proposition 2.5.1 au fc-homomorphisme 

T ^ Pici°o/fc = Pic^o/fc 

qui envoie t e T{k) sur le Oxo-Module inversible trivial muni de Taction de A° donnée 
par le caractére 

Xt : A° ^ Gm,k, A ^ t^, 
et on veut montrer que ce Å;-homomorpliisme coincide avec le Å;-homomorpliisme composé 

TcP°^PiC;pO/fc^PiCzO/fe 

oil la derniére fléche est la fléche de restriction par le morphisme radiciel Z° — > P°. Il 
suffit done de démontrer que, pour tout t e T{k), la restriction å Z° du Opo-Module 
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inversible /3o(0 est le Oxo-Module inversible trivial muni de Faction de A'^ donnée par le 
caractére xt- _ 

Rappelons que Tanneau total des fractions de A est E = Ej = YliQ^j Ei, que C est la 

droite projective standard P^, que le point oo de C est distinct des Cj, que pour chaque 

z e /, on pcut prendre pour uniformisante Wi = We^ de Ei la fonction x — q ou x est 
une coordonnée afRne sur C \ {00} = A^, que A = Yliei ^[[^d] Yliei ^ii^i)) — 
que A° est Tensemble des fractions rationnelles de la forme niG/('^ ~ q)^* avec \ 
et Eie/ = 0- 

Rappelons de plus que X° est le Å;-scliéma des A-réseaux M C E d'indice 
relativement k A G E, que Fimage M e P^{k) de M e X^{k) est le Oc-Module obtenu 
en recoUant Oc\{c} et M, et que Faction du groupe de Galois A*^ est donnée par 

Rappelons enfin que le /c-schéma X° est localement de type fini, reunion d'une suite 
croissante 

de fermés de type fini stables sous Faction par translation de P^{k) = A^ /A^ ; par 
exemple, on peut prendre pour X° le ferme forme des M qui sont contenus dans 
{w-^)ieiÅ^E. 

Il suffit done de construire, un systéme compatible de trivialisations des restrictions du 
Modulc inversible /3o(t) aux X^-^ et de montrer que, pour tout M G X^{k) et tout A G A*^, 
Fisomorphisme de la fibre en M de la restriction de /3o(^) a sur celle en A • M donné 
par Faction de A s'exprime dans ce systéme de trivialisations comme la multiplication 
par t'^. 

La fibre de /?o(^) en Fimage M G P^{k) de M G X'^{k) peut se calculer comme suit. 
Soit R = H^{C \ {c}, Oc) C -E la /c-algébre des fonctions rationnelles sur C qui sont 
réguliéres en dehors de {cj | i G /}. On a une suite exacte 

et il existe N > n, indépendant de M G X^{k), tel que la restriction de la fléche surjective 
E/M H^{C, M) å {w~^)i^iÅ/M C E/M soit encore surjective. La suite induite 

^ H^{C,M) Rn{wr^)i^jÅ {wr^)i^iÅ/M H^{C,M) 0. 

est done aussi exacte. 

La classe d'isomorpliie fixée t G T{k) C P'^{k) est représentée par le Oc-Module 
inversible £ obtenu en recoUant Oc\{c} et le réseau L = {ti)i^iA C E, et on peut 
remplacer dans les suites exactes ci-dessus M par £. M et M par t- M = {ti)i^iM C 
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(tUj A C E. Par conséquent, la fibre de Po{t) en M s'identifie canoniquement å la 
Å;-droite 



'max ^ 



ou se qui revient au méme å la Å;-droite 



'max 



Le determinant de l'isomorpliisme (ro~"')ig/A/M — > (w~^)i(^iA/t ■ M induit par la 
multiplication par (ti)i^i définit un vecteur de base en,M de cette derniére /c-droite. La 
section M i— > cm = {Yliei^^"^) ^n,M de la restriction de (3o{t) å est la trivialisation 
cherchée : elle est «indépendant de n» puisque le determinant de l'automorpliisme de 
multiplication par (tj)»^/ sur {zu~'^~^)i^iA/{zu~'^)i£iA est egal å Yl^^jU. 

Maintenant, si M ct X- M sont dans X^{k), la multiplication par {w~^'^)i^i induit un 
isomorphisme de la /c-droite 



5-1 



/\ izu-^),^iA/t • (A . M) Ufe /\ • ^ 



sur la Å;-droite 



•^max 



qui envoie le vecteur de base e^^M sur le determinant e' de l'isomorpliisme 

induit par la multiplication par {ti)i^i. Or cette derniére fc-droite est canoniquement 
isomorphe å la A;-droite 

max \ / max 

par un isomorphisme qui envoie e' sur t~^en.M (choisir arbitrairemcnt un entier m > 
Xi + n quel que soit i G / et utiliscr les inclusions {zu~''^^~^)i^iA C {zu~'^)i(^jA D 
{w^^)i^iA). On en déduit done que Faction de —A envoie e^-M sur t~^eM, ce que Fon 
voulait démontrer. □ 
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Remarque 2.6.2 : Pour tout a E /A^ ,la multiplication par a induit un isomorphisme 
de {w^"')i^iA/M sur {w^^)iQiA/aM dont le determinant ne dépend que du «terme 
constant» a(0) de a, c'est-å-dire de Timage de a par la projection canonique /A^ -» 
{k^y /k^. Les mémes calculs de déterminant de la cohomologie que ceux de la preuve 
de la proposition montrent done que la fléche composée 

P°^^ Picp ^Picz 

est triviale sur la composante unipotente de □ 

Remarque 2.6.3 : On a bien sur une variante de la proposition 2.6.1 pour le revétement 
du coroUaire 2.2.6. □ 

3. DÉFORMATIONS DE COURBES (KAPPELS) 



3.1. Déformations miniverselles : généralités 

On note Art^ la catégoric des /c-algébres locales artiniennes de corps résiduel k. Tous 
les /c-schémas considérés dans la suite sont supposés séparés et localement noethériens. 
Soit Xk un /c-schéma. On a le foncteur des déformations 

Defxfc : Artfc Ens 

qui associe å une /c-algébre locale artinienne R Tensemble des classes d'isomorpliie de 
Æschémas plats Xn munis d'un isomorphisme de fc-schémas 

i : Xk ^ k <^ii X R. 

Si Xk — Spec(^fc) est affine, toute déformation X r de X^ sur R e ob Artfc est aussi un 
schéma affine X r = Spec(A^) ou Ar est une i?-algébre plate munic d'un isomorphisme 
de /c-algébres k ®r Ar — > Ak- On identifiera done Defx^ au foncteur Def^^ qui envoie 
R sur r ensemble des classes d'isomorphie des Ar. 

On définit aussi le foncteur des déformations 

Def^P = Def^°P 

d'un Å;-schéma formel affine X^ = Spf(^fc) en tenant compte de la topologie de Aj^. 
Si Uk est un ouvert de X^ et si æ e t//-, on a des morphismes de foncteurs évidents 

Defx, - Deft;, ^ Defo,^,, ^ Defl°P . 

Une déformation formelle (IR, X) de Xk est un couple forme d'une Å;-algébre locale 
compléte noethérienne Jl de corps résiduel k et d'un couple X = (X,, i,) oii X, est une 
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suite de déformations Xn de sur Rfi — "J^jvcie^ avec -X^o — -^k ou 6« est une suite 
d'isomorphismes 

in-.Xn^ Rn n G N. 

On verra dans la suite X comme un S-schéma formel oii S = Spf (3^) . 
Une telle déformation définit un morphisme de foncteurs 

§ ^ Def x, 

qui envoie le i?-point <^ : 3^ ^ i? de S sur {R ®tp^% X, i) oh. on a pose 

R ®ip,Jl X = i? <8)<p„,i?„ Xn 

quel que soit l'entier n assez grand pour que (f se factorise en IR ^ i?„ i?. 

Définition 3.1.1. — Une déformation formelle (31, X) de X^ est dite miniverselle si 
le morphisme de foncteurs Homfc_aig(0^, •) — > Defx^ associé est formellement lisse et si 
V application entre les espaces tangents 

Homfe(m3iM, k) ^ ${k[e]) ^ Defx,(fc[£]) 

est bijective. 

On définit de méme une déformation formelle miniverselle d'une Å;-algébre et 
une déformation formelle miniverselle topologique d'une Å;-algébre topologique Aj^. Une 
déformation formelle miniverselle de Xj. ou Aj. (resp. une déformation formelle mini- 
verselle topologique Ak) est unique å isomorphisme pres. 

Théoréme 3.1.2 (Schlessinger, cf. [Ri] Theorem 4.5). — Soit X k un schéma séparé et 
de type fini sur k. Supposons de plus que 

- soit Xk est propre sur k, 

- soit Xk est affine avec un lieu singulier X^^^^ fini sur k. 

Alors, Xk admet une déformation formelle miniverselle (CR, X) . □ 

Théoréme 3.1.3 (Rim, [Ri] Theorem 4.11, CoroUary 4.13). — Soit Xk un schéma 
séparé et de type fini sur k dont le lieu singulier X^^^ est fini sur k. Pour chaque 
x G X^^^ , soit Uk^x un ouvert affine de X^ qui ne rencontre X^^^ qu'en x. On a alors 

les propriétés suivantes. 

(i) Si H^{Xk,^omo-^^{Q]^^^j^, Ox^)) = (0)? morphisme de foncteurs 

Defx, - n Deft;,,, 



est formellement lisse. 
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(ii) Pour chaque x e X^"^^, le morphisme de foncteurs 

est formellement Usse et induit une bijection entre les espaces tangents de Zariski 

en particulier, si (3^, llx) est une déformation formelle miniverselle du k-schéma affine 
Uk,x! alors {^,Oua:,x) ^st une déformation formelle miniverselle topologique de Ox,x- 

(iii) Si H'^{Xk, "Kom-o^^ (O^^^^, Ox^)) = (0) Xk est localement d'intersection 
compléte, tous les foncteurs de déformations considérés dans (i) et (ii) sont formellement 
lisses sur k ; si de plus le lieu de lissité est dense dans X^, la suite exacte entre les espaces 
tangents associée au morphisme de foncteurs 



Def 



n'est autre que la suite exacte courte 

^ H\Xk, 'Komo^^ OxJ) ^ ExtJ^^^ O^J 

^ li\Xk. Ext],^^ (1)^^/,, OxJ) - 0. □ 



3.2. Déformations miniverselles : le cas des courbes å singularités planes 

Soit Cfe une courbe intégre, projective et localement d' inter section compléte sur k ; Ck 
est génériquement lisse sur k puisque l'on a supposé k algébriquement clos. 

Le fc-schéma Ck admet une déformation formelle miniverselle {Jl, C) d'aprés le 
théoréme 3.1.2 de Schlessinger. 

Définition 3.2.1. — Soit c un point ferme de Ck- Nous dirons que Ck admet en c 
une singularité plane isolée si le compléte Ock,c de Vanneau local de Ck en c est une 
k-algébre topologique isom,orphe å k\[x,y\\/{f) pour une série formÆe f = f{x,y) G 
{x,y) C A;[[x,y]] telle que le k-espace vectorielk[[x,y]]/{dxf,dyf) soit de dimension finie. 

Bien entendu, si le point c est une singularité plane isolée de Ck au sens de la définition 
ci-dessus, il Test aussi au sens usuel puisque le Å;-espace vectoriel k[[x,y]]/{f,dxf,dyf) 
est a fortiori de dimension finie. La réciproque est vraie si k est de caractéristique nulle, 
puisque / est alors entier sur Tidéal {dxf,dyf) (cf. [Te 1] 1.1). 

Supposons dans la suite que les seules singularités de Ck sont des singularités planes 
isolées. 
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Comme Ck est de dimension 1 et localement d'intersection compléte, on a 

H\Ck,-KomocS^]j,,k,Oc,)) = {Q) 

et il n'y a pas d'obstmction å deformer Ck- Par suite la base 51 de la déformation 
miniverselle est une /c-algébre de séries formelles en T{Ck) variables, ou T{Ck) est la 
dimension de Fespace tangent de Zariski 

De plus, le fc-espacc vcctoriel sous-jacent å 1'algébre de Lie du /c-schéma en groupes 
Autfc(Cfc) des fc-automorphismcs de Ck est égal å Homo^^ (O^^^^^, Ock)- 

De mcmc, pour chaque point singulier c G C^^^^, le foncteur des déformations 
topologiques de Ock,c — Hi^iVW/if) formellement lisse avec pour espace tangent 

(on a 

nli'J = CokeTik[[x,y]]/if) ^ ik[[x,y]]/if))dxe y]]/(/))dy) 

oil la fléche envoie 1 sur df = {dxf)dx + {dyf)dy). De plus, on obtient une déformation 
miniverselle topologique 

Spf (Å;[[a;, y,zi,..., Zr^^Ck))]]/{f)) ^ Spf (/^[[zi, . . . , Zr^^Ck)]]) 
du germe formel de Ck en c en choisissant arbitrairement des série formelles 

9i,---,gT,{Ck) e k[[x,y]] 

dont les réductions modulo Fidéal (/, d^f, dy f) forment une basedeDefl°P {k[e]), et en 
posant 

T,(Cfe) 

f = f{x,y,z) ^ f{x,y) + ztgt{x,y). 

t=i 

Bien sur, on peut prendre gT,{Cu) = 1> de sorte que k[[x,y,zi,...,Zr^i^Ck)\\/U) est 
isomorphe å la Å;-algébre de séries formelles y, 2:1, . . . , 2;t-^(Cj,)_i]]. 

Il résulte de cette discussion que le morphisme propre et plat de fc-schémas formels 
C — > Spf(3l) est localement d'intersection compléte. On peut done considérer son Oe- 
Module dualisant rclatif a;e/s ; la restriction de ce Module inversible å Ck est bien entendu 
le Ocfc -Module dualisant uc^/k- 
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Théoréme 3.2.2. — Soient S = Spec(3l) et s = Spec(/c) Vunique point fermé de S. La 
déformation formelle miniverselle {Ol, C) de Ck est algébrisable : il existe un S-schéma 
propre et plat C dont le complété formel pour la topologie m^n-adique est le "X-schéma 
formel C. □ 

Preuve : Le degré de uJCk/k sst 2p(Ck) — 2 ou p{Ck) — dinife H^{Ck, Ocfe) est le genre 
arithmétique de C^. 

Si p{Ck) > 2, oJCk/k est ample et on peut appliquer directement le théoréme 
d'alg6brisation de Grothendieck ([Gr 3] Théoréme (5.4.5)). 

Si p(Ca;) = ou 1, on fixe arbitrairement un /c-point oo du lieu de lissité de Ck 
et un relévement de ce fc-point en un Di-point de C noté encore oo. Le Oc^,-Module 
inversible u)c^/k{.{'^ ~ 2p(C'fc)) [oo]) est ample et on peut appliquer de nouveau théoréme 
d'algébrisation de Grothendieck. □ 

Bien sur, le morphisme propre et plat de schémas C ^ 5" du théoréme est projectif et 
sa fibre Ct en tout point géométrique t åe S est intégre (cf. [Gr 4] Théoréme (12.2.4)). 

Proposition 3.2.3. — Soient Ck une courbe intégre et projective sur k, qui n'admet 
que des singularités planes, et C ^ S une algébrisation d'une déformation formelle 
miniverselle de Ck ■ Alors, le schéma C est formellement lisse sur k et la fibre générique 
du morphisme C ^ S est lisse. 

Preuve : La premiére assertion est locale en chaque point singulier c G et résulte 
immédiatement des écritures 

Spf (A;[[x, y]]/{f)) et Spf (/c[[x, y, ^i, . . . , z^^^c, )]]/{!)) 
pour les complétés formels de Ck et C en c, avec 

f = f{x,y,z) = f{x,y)+ ztgt{x,y). 

et ^r,(Cfe) = 1- 

Passons å la deuxiéme assertion. On sait déjå que la fibre C^, de C — 5' au point 
générique r] de S est géométriquement intégre et done génériquement lisse. 

Maintenant, si admettait une singularité en un point fermé c^, on pourrait localiser 
la situation au voisinage du point fermé c de Cs qui spécialise c^. Pour conclure, il suffit 
done de vérifier que, pour / comme ci-dessus, le lieu critique de la projection canonique 

(*) Spi{k[[x,y, zi, . . . , Zr^^Ck)]]/{f)) ^ Spi{k[[zi, . . . , Zr^^Ck)]]) ^ ^ 

est fini sur S et son discriminant, c'est-å-dire l'image dans § du lieu critique, est un fermé 
strict de S. 
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Or, le lieu critique de (*) est le ferme de Spf y, zi, . . . , Zr^{Ck)]]) d'équations 

/ = dj= dyf= 0. 

Il est done bien fini sur S piiisqiic k[[x, y]]/{f, d^f, dy f) est de dimension finie sur k, et le 
discriminant de (*) est le fernié défini par le 0-éme idéal de Fitting du k[[zi, . . . , -STc(Cfe)]]- 

module de type fini k[[x, y,zi,..., ^-rc(Cfe)]]/(/> dxf, dy f). 

Si le discriminant de (*) était S tout entier, il contiendrait en particulier tout l'axe des 
zi. Or la formation de ce discriminant commute å tout changement de base (cf. [Te 2] 
§5). Sa restriction å l'axe des zi est done le discriminant du morphisme 

Spf(/c[[x,2/]])^Spf(/c[[^i]]) 

qui envoie {x,y) sur zi = —f{x,y). Mais, il est facile de voir (cf. [Te 2] §2.6) que ce 
dernier discriminant est le fermé de Spf (Å;[[2;i]]) défini par Téquation z^^^^ ou 

//(/) = dimk{k[[x, y]]/{dj, dy f)), 

d'ou la conclusion. □ 

La caractéristique d'Euler-Poincaré x(-RHomo^^ (Qj^^^^, 0(7^)), c'est-å-dire la diffé- 
rence dim^ Lie(Autfc(Cfe)) — T{Ck), a été calculée par Deligne (cf. [De 2] Proposition 
2.32) : on a 

(3.2.4) T(Cfe) = 3p{Ck) - 3 + dimfe Lie(Autfc(Cfe)). 



Variante 3.2.5 : Fixons un ensemble fini E de Å;-points dans le lieu de non lissité de Ck 
dont le Cardinal est suffisamment grand pour que Homfe(f]^^^^(S), Ocfe) = (0). On peut 
remplacer C/S par une algébrisation (C-^/Ss,) de la déformation formelle universelle 
du couple (Cfc, E) (il n'y a plus d'automorpliismes infinitésimaux et le foncteur des 
déformations est done pro-représentable) . La dimension de Sy. est 3p{Ck) — 3 + |S| 
et le morphisme naturel Sj: ^ S est formellement lisse de dimension relative |S| — 
dimfcLie(Autfc(Cfe)). □ 

3.3. Normalisation en familie et Constance de l'invariant 5, d'aprés Teissier 

Nous noterons dans la suite ttx : X —> X le morphisme de normalisation de tout 
schéma intégre X. 

Pour toute courbe C« géométriquement intégre sur un corps on a la suite exacte 
^ Oc. ^ 7r«,.0~ ^ (7r«,,0~/0cjc ^ 
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ou C^^^ est le lieu singulier (fini) de C^, et on pose 

ou, pour chaque c G C^™^, 5c(C'k) est la dimension du K-espace vectoriel (tt^ /Oc^)c- 

Soient S un schénia local complet, intcgrc et næthérien, de point fermé s, (p : C ^ S 
une courbe relative plate å fibres géométriqucmcnt réduites et D C C un diviseur effectif 
fini et plat sur S tel ip soit lisse en dehors du support de D. 

Soit C Qc l'Idéal annulateur du Oc-Module cohérent 7rc*0^/0c et, pour chaque 
t E S, soit at C Oct ridéal annulateur du Oct-Module cohérent 7rct,*0^ I^Cti bien 
entendu Ct est la fibre de (f en t. Il n'est pas vrai en général que Ot soit la restriction de 
å Cf 

Lemme 3.3.1. — On peut trouver un diviseur effectif D' C C, fini et plat sur S, tel 
que Von ait les inclusions 

Oc,{-D't) C at C Oc, 

quel que soit t E S. 

Preuve : Par hypothése, on a un diviseur effectif D C C fini et plat sur S tel que (p 
soit lisse en dehors du support de D. 

Pour chaque point t de S, D induit un diviseur Dt C Ct et, comme ttc^ est un 
isomorphisme en dehors du support de Dt, le support du fermé de Ct défini par at est 
contenu dans celui de Dt. Il existe done un entier n > tel que Octi—nDt) C at C ; 
notons Ut le plus petit entier n > ayant cette propriété. 

La fonction S' — > N, t h- > nt, est constructiblc. En effet, par induction noethcricnne, 
il suffit de montrer que cette fonction est localement constante sur un ouvert dense de 
S. Mais cela résulte de Fexistence d'un ouvert dense normal U de S tel que, pour tout 
t eU, nct soit la fibre en t de ttc et at soit la restriction de a å C^. 

On peut done choisir un entier n tel que n > Uf quel que soit t e S et le diviseur 
D' = uD répond å la question. □ 

Proposition 3.3.2 (Teissier, [Te 3] I, 1.3.2). — La fonction S ^ Z, t ^ S{Ct), est 
semi-continue supérieurement. Elle est méme constante si Von suppose de plus que le 
morphisme composé ip = (f o ttq '■ C ^ S est lisse. 

Inversement, si S est normal et si la fonction (5 — > Z, t i— > S{Ct), est constante sur 
S, le morphisme ip est lisse. 

Chaque fois que le morphisme composé (ponc : C ^ S sera lisse, on verra le morphisme 
de normalisation ttc : C ^ C comme une normalisation en familie de la courbe relative 

ip:C ^ S. 

Teissier démontre dans un premier temps le cas particulier plus précis suivant : 
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Lemme 3.3.3. — Supposons de plus que S — Spec{V) soit un trait (V est done 
un anneau de valuation discrete), de point générique ry. Alors, le morphisme composé 
(f — (p o TTc : C ^ S est plat et on a la relation 

5{Cs) - 5{Cr,) = S{{C)s) > 

ou {C)s est la fibre spéciale de (p. 

Preuve du lemme 3.3.3 : Il résulte du lemme 3.3.1 que l'image ^ciproque de la 
restriction de a å Cg C C par Ic morphisme de normalisation 

T^Cs '• ^ s ^ C s est non 

nulle. La propriété universelle de la normalisation ttc : C ^ C nous donne alors une 
factorisation ^ 

de Cs ^ Cs C C, ou ce qui revient au méme une factorisation 

de TTCs par la fibre spéciale 7rc,s de tic- 

Fixons une uniformisante v åeV . On vérifie que 

{y ■ 7rc,*0^) n Oc = • Oc, 

et done que le O^-Module cohérent 7rc^*0~/0c est sans v-torsion et que les homomor- 
phismes de fc-Algébres 

correspondant å la factorisation ci-dessus sont injectifs. On vérifie aussi que la fibre 
générique ttc,»? : {C^ri Crj de ttc est la normalisation de C^. Par suite, le Og-Module 
<^*(7rc,*0^/0c) est libre de rang fini égal å 

dim«(s) (Ps,*iiT^c,s)*0^^^jOcJ = dim«(s)(¥'*(7rc,*0^/0c))s 

= dim^(^)((^47rc,*0~/Oc))r, 

= dim«(^) ¥'r,,*((7rc,r,)*0(^)y0cj = S{Crj), 

le morphisme (p est plat, sa fibre spéciale {C)s est intégre, p est le morphisme de 
normalisation de {C)s et on a bien 



5{Cs) = 5{{C)s) + dimfe ^sAi'^c,s)*0^~^jOcJ = 5((C).) + 5(C^). 

□ 
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Preuve de la proposition 3.3.2 : La semi-continuité de la fonction t h- > å{Ct) dans le cas 
général résulte de sa constructibilité laissée au lecteur (voir la preuve du lemme 3.3.1) et 
du cas déjå traité ou S est un trait. 

Si (p est lisse, il résulte du lemme 3.3.3 que 

6{Cs) - 6{Crj) = 5{{C)s) = 

dans le cas ou S est un trait. On en déduit immédiatement que la fonction 1 1— > 5{Ct) est 
constante pour S arbitraire. 

Inversement, supposons que t ^ S{Ct) est constante de valeur 6 et fixons un diviseur 
effectif D' G S comme dans le lemme 3.3.1. Le Og-Module ip^{Oc{D') / Oe) est localement 
libre de rang fini d > S. Soit G ^ S la, grassmannienne des quotients localement libres 
de rang d — 5 de ce Og-Module. On définit une section ensembliste a : S ^ G de G sur 
S en envoyant le point t sur le conoyau de l'inclusion 

T{Ct,7Tc,,.0^J^c,)cT{Ct,0c,{Di)/0c,) 

(on a OcÅ-D't) ■ Trc,,*©^; C • ttc^.O- C Oc, et done 7rc„*0~ C Oc,{D't))- 

Soit Z <Z G 1'ensemblc des points a{t) pour t parcourant S. On vérifie par induction 
næthériennc (comme dans la preuve du lemme 3.3.1) que 1'ensemble Z est constructible. 
On vérifie aussi que les constructions de 3^, G et Z commutent aux changements de bases 
S' — > S. On vérifie enfin, å Taide du lemme 3.3.3, que dans le cas oii S est un trait, Z 
est Timage ensembliste d'une section algébrique de G sur S. 

On déduit de ces propriétés que Z est Pensemble des points d'un fermé réduit de G, 
noté encore Z, et que la restriction de la projection canonique G — > 5 å ce fermé est un 
homéomorphisme de Z sur S. 

Supposons de plus que S soit normal. Cet homéomorphisme est alors nécessairement 
un isomorphisme et a est en fait une section algébrique de G — > 5'. En d'autres termes, 
les espaces vectoriels r(Ct, ttc^,*©^ /^Ct) pour t & S sont les fibres fibré vectoriel £ de 
rang 5 sur 5" qui est un sous-O^-Module localement facteur direct de <^*(0c(D')/0c). 

Considérons maintenant le Oc-Module cohérent 

'M={0c®0c{D'))/0c 

ovl Oc est plongé diagonalement dans Oc © Oc{D'). On a d'une part une suite exacte 
évidente 

^ Oc ^ M ^ Qc{D')/Oc 0. 
On a d'autre part le plongement 

que Ton peut composer avec le plongement canonique de Oc{D') dans TAnneau total 
des fractions Xc de Oc- 
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Notons 5" C M Fimage réciproque de £ par la surjection M -» Oc{D') /Oc- On peut 
voir U C M comme un sous-Oc-Module de %c- Comme Oct(— -DO C at, on vérifie 
facilement que la restriction åe 3^ k Ct est une sous-Oct-Algébre de TAnneau total des 
fractions de Qct ^^^1 que soit t & S.W s'en suit que 3^ est une sous-Oc-Algébre de 
3Cc, et done que 

Oc C :f C 7rc,*0^ C DCc 

puisque 7rc*0?? est la cloture intégrale de Oc dans 3Cc et que 3^ est évidemment un 
Oc-Module cohérent. 

Comme on Fa vu au cours de la preuve du lemme 3.3.3, pour chaque t G 5, on a les 
inclusions 

Oc. C (7rc,t)*0 C 7rc„.0~ C %c, 

et done (ttc t)*0,~. est contenu dans la restriction åe 3 k Cf. Il s'en suit que ttc *0~ C 
ff' C "Xe et done que ff = 7rc,*0~. 

Comme Oc et Qc{D') /Qc sont S'-plats, il en est de méme de M. De plus, comme £ 
est aussi S-plat, il en est de méme de ff" = ttc *0~. On a done bien montré que est plat 
et qu'en outre 

{C)t = Ct 

pour tout t e S. □ 

CoROLLAiRE 3.3.4. — Les points t & S pour lesquels 5{Ct) — 5{Cs) sont les points 
points d'un fermé réduit C S, la stråte å 5-constant. 

La courbe plate relative C~ = 5^ x 5 C — > 5^ déduite de (f : C ^ S par le changement 
de base par le morphisme 

composé du morphisme de normalisation ttss de et de 1'inclusion de dans S, admet 
une normalisation en familie ttc— '■ C~ — > C~. □ 



3.4. La stråte å 5 constant 

Soit A = k[[x,y]]/{f) Fanneau formel d'un germe de courbe plane å singularité isolée 
(le Å;-espacc vcctoriel k[[x,y]]/{f,dxf,dyf) est done supposé de dimension finie). 

On note K Fanneau total des fractions åe A et A G K la, normalisation de A dans 
K. On peut décomposer K en un produit fini de corps K = Yliei ®^ ^ produit 
correspondant d'anneaux intégres A = Yliei pose d{A) = åimk{A/A). 

^ On fixe dans la suite une uniformisante ti åe Ai pour chaque i e /, de sorte que 
Ai = k[[ti]]. Le plongement A ^ A est donné par une familie de couples (xj(ti), yiiti)) G 
indexée par z e 7. 

On rappelle (cf. [A-K 1], Chapter 8) que : 
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- le module dualisant loa est le A-module libre de rang 1 défini par 

LOA = Ex.tl[[^^y]^{A,UJk[[x,y]]) 

on (^k[[x,y]] = ^l[[x,y]]/k ^ Å; [[æ,y]] -module libre de rang 1, 

- pour tout ^-module M et tout entier i, on a un isomorphisme canonique de A- 
modules 

Ext^(M,a;^) - Ext^+i^^]j(M, a;fc[[,,^]]) 

ou M est vu comme un k[[x, y]]-module via l'épimorpliisme canonique k[[x, y]] -» A, 

- le module dualisant co a est donné concrétement par 

ua = A^^^Ø^ = A-^ = A[--^) c 0,]^/!^, 

et aussi par 

(jJA = {ae n^/fc I Res(^Q;) = (0)} 

ou 

Res = J]]ReSi : n]^/f. = ^^K^/k ^ k, ®ieiai{ti)-^ ^ ^ai(O), 

i€l iel * i€l 

est la somme des homomorphismes residus, 

- on a 

et Taccouplement 

(A/ A) x {u!a/<^j) k, {a + A,a + co-) Res(aQ;), 

est un accouplement parfait entre deiix /c-espaces vectoriels de dimension S{A), 

- le conducteur 

a = {ae A\aÅG A} 

est aussi le conducteur 

a= {a & A \ au>A C <^^}- 

En particulier, on a : 

Lemme 3.4.1. — L'idéal de A engendré par les classes de dxf et dy f modulo (/) est 
contenu dans le conducteur a. □ 

On considére maintenant le foncteur de déformations 

Def^P : Artfc ^ Ens 
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(cf. 3.1) et on s'intéresse plus particuliérement aux déformations de A a 6 constant. 
Pour cela, on va étudier les déformations de rhomomorphisme de /c-algébres A ^ A. On 
considére done le foncteur 

Def*°P ~ : Artfc ^ Ens 

qui envoie R e obArt^ sur Tensemble des classes d'isomorpliie d'liomomorpliismes de 
Æalgébres _ 

Ar^Ar 

dont la réduction modulo xur est Finclusion A C A, ou Ar est une déformation plate 
sur de A et Ar est une déformation plate sur R de A. On a bien sur un morphisme 
d'oubli 

Def ~ ^ Def^fP . 

A^A ^ 

Lemme 3.4.2. — Tout homomorphisme de R-algébres {Ar — > Ar) e Def^^ a^"^"^ 
nécessairement injectif et son conoyau est automatiquement R-plat. 

Preuve : Notons Nr, Ir et Cr les noyau, image et conoyau de Thomomorphisme 
Ar — > Ar. On a les suites exactes 

^ Torf (Ck, k) ^ lR(g)Rk^ ÅR®Rk^CR(^Rk^O 

et 

^ Torf {Ir, k) ^ NR^Rk ^ AR^Rk ^ iR^Rk ^0 
et rhomomorphisme composé 

AR(^Rk ^ lR(^Rk ^ Ar (^r k 

est par hypothése Finclusion A d A; par suite, la surjection Ar ®r k ^ Ir ®r k 
est nécessairement un isomorphisme, la fléche Ir ®r k — > Ar i^ir k est injective et 
ToT^{CR,k) = (0), de sorte que Cr est bien Æplat; mais alors Ir est aussi i2-plat 
puisque Ar Test, et on a Nr ®r k = (0). Il s'en suit que A'"^^ = (0) et le lemme est 
démontré. □ 



Lemme 3.4.3. — Soit M un A-module de type fini sans torsion. On a 

Ext^(M,A) = (0), Vi ^ 0, 

et il existe un entier n > tel que M, vu comme k\^x,y\\-module via Vépimorphisme 
canonique j/]] -» A, admette une résolution 

{)^k[[x,y]T^k[[x,y]T^M^{). 

Si on suppose de plus que M est de rang générique 1, il existe méme un tel entier 
n < S{A) + 1. 



45 



Preuve : Comme le A-module lva est libre de rang 1, pour tout A-module M on a 
Ext^(M,^) ^ Ext^(M,a;^) ^ Extt+i^^]](M, a;^^,,^]]) 
et, comme la Å;-algébre k[[x, y]] est réguliére de dimension 2, il s'en sult que 

Ext^(M,vi) = (0) 

quel que solt i 0, 1. Si M est sans torsion, on a de plus la suite exacte 
Ext^(K M, A) Ext^(M, A) Ext^(K <^a M/M, A) 

ou 

Ext^(i^ ^A M, A) ^ Ext]^{K ^A M, K) = (0) 
et Ext^(K ®A M/M, A) = (0), et done on a aussi Ext\(M, A) = (0) et a fortiori 

Par suite, si M est de type fini et sans torsion, le noyau de tout épimorphisme de A;[[x, y]]- 
modules -» M est nécessairement libre de rang fini et done non canoniquement 

isomorphe å puisqu'en tant que ?/]]-module, M est de rang générique 0. 

Montrons enfin que, si M un A-module de type fini, sans torsion et de rang générique 
1, M peut étre engendré par d{A) + l éléments. Comme A^aM est un A-module libre de 
rang 1 et que 1'homomorphisme canonique M ^ A (E)a M est injectif, on peut supposer 
M C A et que AM — A. Mais alors, M contient au moins un élément inversible m de A 
et, å isomorphisme pres, on peut supposer que m = 1, c'est-å-dire que 

AcM CÅ. 

Sous ces conditions, on a dimfe(M/A) < 6{A) et on conclut en remarquant que M est 
engendré sur A par {1, mi, . . . , m„} ou {mi, . . . , m„} C M représente une base de M/A 
sur k. □ 

Considérons maintenant les foncteurs 

qui envoie R G obArt^ sur Fensemble des classes d'isomorphie d'liomomorphismes de 
i?-algébres _ 

R[[x,y]] Ar et R[[x,y]] Ar 

dont les réductions modulo mR sont 1 'épimorphisme canonique A;[[a:,y]] -» ^ et 
rhomomorphisme composé -» ^ ^ ^4, oii bien entendu Ar et Ar sont des 

déformations plates sur i? de ^ et yl respectivement. On remarque que — > Ar 
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est automatiquement un épimorphisme d'aprés le lemme de Nakayama. On a les mor- 
phismes de foncteurs évidents 



r) ftop 



et on pose 

k[[x,y]]^A^A k[[x,y]]^A Def^ 

Le foncteur Def^^, le morphisme de foncteurs Def^°j^ ^jj^^ Def^"^ et done aussi le 
foncteur Def^*^!^ y]]-»-A'> formellement lisses. 

Théoréme 3.4.4. — Le morphisme de composition Def*°^ ~ — > Def*°^ ~ 

k[[x,y\]^A^A k[[x,y]]^A 

est un isomorphisme. 

Preuve : Nous allons expliciter un inverse pour ce morphisme de composition. Suivant 
une suggestion de J.-B. Bost, nous utiliserons pour cela un cas tres simple de la 
construction «Div» de Mumford (cf. [M-F] Chapter 5, §3). 

Soit — > Aji une déformation de — > A. On voit A et An comme des 
modules sur fc[[a;,y]] et å l'aide de ces homomorphismes. Fixons arbitrairement 

une résolution ^ 

0^k[[x,y]r^k[[x,y]r^A-^0 

de A cn tant que A;[[a:, y]]-module (il cn cxistc d'aprcs le lemme précédent). Si F* est la 
matrice des co-facteurs de F, on a F* F — FF* — det F et det F annule A. Inversement 
si une fonction g e k[[x, y]] annule A, c'est-å-dire est telle que gk[[x, y]]'^ C Fk[[x, il 
existe une matrice carrée G de taille n x n h coefficient dans j/]]" telle que g = FG 
et g'^ = det F ■ detC Comme est réduit, il s'cn suit que det F et / engendre le 

méme idéal de k[[x, y]] et que l'on peut demandcr de plus que det F = f. 

Comme Ar est plat sur R, on peut relever la résolution ci-dessus en une résolution 

^ R[[x, y]r R[[x, y]r ^År^O. 

En considérant la matrice des co-facteurs de Fr, on montre comme ci-dessus que 
f R — det Fr dans le noyau de Fhomomorphisme i?[[a;,j/]] — > Ar, ou ce qui revient au 
méme que l'on a une factorisation 

R[[x,y]]^R[[x,y]]/{fR)^ÅR 
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qui reléve la factorisation A;[[x, y]] ^ A ^ A. Alors, Ar := R[[x,y]]/{fR) est un 
relévement plat sur i? de A et la fléche Ar — > Ar est nécessairement injective (å 
conoyau i?-plat) d'aprés le lemme 3.4.2. La factorisation i?[[a;,|/]] Ar ^ Ar est 
done la factorisation canonique par l'image et la construction de Mumford produit bien 
un inverse au morphisme de foncteurs Def ~ — > Def ~. □ 

k[[x,y]]^A^A k[[x,y]]^A 

Si J est un idéal de carré nul dans R E oh Artfc et si i? = R/ J, il n'y a pas d'obstruction 
å relever un homo morphisme de i?-algébres i?[[a;, y]] Aj^ en un ho mo morphisme de R- 
algébres |/]] — > Ar. En particulier, le foncteur Def*°^ ~ est formellement lisse et 

son espace tangent est le Å;-espace vectoriel A(B A. Le théoréme admet done le coroUaire 
suivant : 

CoROLLAiRE 3.4.5. — Le foncteur Def^""^ ~, et done aussi le foneteurDei^°'^ ~, 

•' k[[x,y]\^A'^A •' A^^A 

est formellement lisse. 

□ 

Remarque 3.4.6 : En évaluant 1'isomorphisme du théoréme sur R = k[e] avec = 0, 
on trouve que, pour tout {x{ti),y{ti))i^i G Hie/l^II^i]] ^ ^[[^i]]) = ^ ® ^, il existe 
f{x,y) e k[[x,y]] tel que 

(/ + ef){x{ti) + ex{ti), y{ti) + ey{ti)) = 0, Vz e /, 

c'est-å-dire tel que 

f{x{t,),y{t^)) + dj{x{ti),y{ti))x{ti) + dyf{x{ti),y{ti))y{ti) = 0, Vi e /, 
ce qui est une reformulation du lemme 3.4.1. □ 

Nous allons maintenant déterminer Tespace tangent au foncteur Def^'' ~. Plus 

généralement étudions le probléme de relévement d'une déformation A-^ — > A-^ de ^ ^ ^ 
sur R — R/ J, on J est un idéal de carré nul dans R, en une déformation Ar — > Ar de 
A^ Å sur R. 

Commengons par fixer un relévement i?-plat Ar de A-^ sur R. On a done un diagramme 



R ^ R 
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que 1'on cherche å compléter en un diagramme 

R ^ R 

Ar ^ % 

År - % 

ou Ar est une dcformation plate de A-^ sur R. D'aprés lUusie ([II] Chapitre III, §2.3), 
ce probléme de relévement est controlé par un complexe T qui s'insére dans un triangle 
distingué 

T ^ RHomA-(L^_/^, J ®^ %) ^ RRom-JÅ-^ L^_/^, J ®^ %) ^ 

ou L^_.^ est le complexe cotangent de la i?-algébre A-^. Plus précisément, il y a une 

obstruction å relever dans H'^{T) et, si cette obstruction est nulle, Tensemble des classes 
d'isomorpliie de relcvcments est un torseur sous (T) et le groupc des automorphismes 
d'un relévement donné s'identifie canoniquement å H^{T). Comme la déformation plate 
A-^ de A sur R est nécessairement de la forme A-^ — R[[x,y]]/{f^) pour /-^ e i?[[a;, j/]], 
le complexe cotangent 

La-/ R = [% ^ %dx © %dy] 

est concentrc cn degrés [—1,0] et son unique different ielle non triviale envoie 1 sur 
df^ = {dxf^)dx © {dyf^)dy. Comme de plus la fléche A-^ — > A-^ est nécessairement 
injective å conoyau i2-plat d'aprés le lemme 3.4.2, le complexe 

T=[J^^ © J 0^ iÅ^/A^)dy ^J^R (%/%)] 

est concentré en degrés [1,2] et son unique différentielle envoie adx © bdy sur adxf-^ + 
bdyf-^. On a done H^{T) = (0) et la suite exacte 

O^H\T)^J ®^ © J ®^ ^J^R (%/%) - H\T) 0. 

L 'obstruction au relévement se calcule comme^ suit. On se donne des relévements 
arbitraires /r G i?[[æ,y]] de et i?[[x,j/]] — > Ar de Thomomorphisme de i?-algébres 
composé i?[[æ,y]] A-^ ^ A-^. Alors Timage de /r par Thomomorphisme de i?-algébres 
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R[[x, y]] Aji est dans JAr C Ar. L'obstruction cherchée est Fimage de rélément ainsi 
construit de JAji par répimorphisme composé 

JÅr ^J®^Å^^J®^ (%/%) ^ (T) . 

Bien entendu, cette obstruction ne dépend pas des choix faits et elle est nulle d'aprés le 
corollaire 3.4.5. 

En particulier, Tespace tangent relatif au morphisme de foncteurs Def Def^^ ~ 
est le noyau de l'application fc-linéaire 

{Å/A)d^ © {Å/A)dy ^ {Å/ A), ada, ®hdy ^ adj + bdyf, 

application qui est identiquemen^ nulle d'ap£és le lemme 3.4.1. Cet espace tangent est 
done égal au fc-espace vectoriel {A/A)dx © {A/A)dy de dimension 25{A). 

Comme A = Yli^jk[[ti]], le foncteur Def-'' est trivial. Plus précisément, toute 

déformation plate de A sur R e obArtfc est isomorphe å Hiez-^If^i]] termes 
de relévements, pour tout idéal J de carré nul dans R et pour R = R/J, il n'y a pas 
d'obstruction å relever A^ = Yli^i ^[[^iW ^ ^'Y ^ qu'une seule classe d'isomorpliie 

de tels relévements, å savoir celle de Ar — Yliei -^[[^»]]' ^® groupe des automorphismes 
d'un relévement arbitraire dans cette classe est le groupe 

Hom~_(nL_ _, J®-I-) = 1[{J ^^R[[um,. 
On a done montre : 

Proposition 3.4.7. — Soient R e obArtfc, J d R un idéal de carré nul et R = R/J. 

(i) Tout objet Ar ^ Ar de Def^^ a^^"^ forme 

R[[x^y]]/ifR) ^ n-^[[**]]' ^ ^ ixR,iiti))ieii y ^ {yRÅU))i&i, 

pour des series f r G et XR^i{ti),yR^i{ti) e qui relévent les séries f et 

Xi{t),yi{t), et qui vérifient bien sur 

fR{xR,i{ti),yR,i{ti)) = 0, Vi e /. 

(ii) Soit {A-^ "-^ A-^) e Def^^ a^^^ isomorphe å 

R[[x,y]]/{fR) ^ n^[[^']]' ^ ^ ixR,^i^^))^eI, V ^ (l/fl,^ (^z) )ie J- 
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Il n'y a pas d'obstruction å relever cet objet å R, V ensemble des classes d'isomorphie des 
relévements est le conoyau de la fléche 

0( J ^^R[[ti]])dt, ^ Ker(J ®^ ® J ^ J <»r (%/%)) 

qui envoie ®i^Iai{ti)^t^ sur 

{{ai{ti){dtiX^^i){ti))iei + J ^R^njdx © {{0'i{U){dtiVR^i){ti))i€i + J ^R^njdy 

et que le groupe des automorphismes d'un relévement arbitraire dans cette classe est son 
noyau. □ 

CoROLLAiRE 3.4.8. — L'espace tangent au foncteur formellement lisse Def^^ ~ est le 
conoyau de V application k-linéaire 

^k[U]d,^^{Å/A)d,®{Å/A)dy 

qui envoie (BieiO'i{ti)dt^ sur 

{iaiiti)(dt,Xi)iti))i^i + A)da, © {iai{ti)idt,yi)iti))i^i + A)dy. 



De plus, Vapplication tangente au morphisme de foncteur Def^"^ ~ Def^;^'^ est 
induite par Vapplication k-linéaire 

{Å/A)dx e {A/A)dy ^ A/{d,f, dy f) 

qui envoie la classe d'un element adx ® bdy e Adx ® Ady sur la classe de Vélément 
-{adJ + bdyf)eA(iÅ. 

□ 

L'énoncé suivant est du å Diaz et Harris II devrait étre vérifié pour k de caractéristique 
arbitraire. Faute de reference nous nous liniiterons å la caractéristique nulle. 

Théoréme 3.4.9 (Diaz et Harris, [D-H] Proposition (4.17) et Theorem (4.15)). — 
Supposons de plus que k est de caractéristique nulle. Alors, le morphisme de k-schémas 



formels Def^°P ~ ^ Def^^°P est fini, son image schématique 

est une fermé intégre de codimension S{A) et le morphisme canonique Def*°^ 
Def^''''^ est le morphisme de normalisation. 
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De plus, le cone tangent de Def^^'^ est le sous-k-espace vectoriel 

ViA) = a/id J, dy f) c A/id J, dy f) = Bef'°^ik[e]) 

de Vespace tangent de Def^^, ou a C A est le conducteur du normalisé A de A dans A 
icf. Lemme SAA) . □ 

Soient maintenant Ck une courbe projective, intégre et å singularités planes isolées sur 
k, et (f : C ^ S une algébrisation d'une déformation formelle miniverselle de Ck comme 
dans la section 3.2. Toutes les fibres de (p sont géométriquement intégre et le lieu singulier 
Utes fi^^i peut done appliquer le coroUaire 3.3.4 å cette courbe et on 

obtient la stråte å 6 contant 

c S. 

Pour chaque point singulier c de Ck, on peut aussi considérer une déformation 
miniverselle Gc — Spf(/lc) ^ §c — Spf(CRc) de Gc,s = Spf(Ocfe,c)- H résulte du théoréme 
3.1.3 que l'on a un morphisme canonique formellement lisse 

Il §^ 

oil § = Spf(05^s) est le complété de S en son point fermé s. 
Pour chaque c e Cl^^^, soit 

la stråte å S constant. 

Lemme 3.4.10. — Le complété de au point fermé s est le fermé de S image réciproque 
du fermé Jl^^^sing de J^^^^sing Sg par le morphisme canonique ci-dessus. □ 

L'énoncé suivant est une variantc globale du théoréme 3.4.9. Tout comme cc dernier 
théoréme, il devrait étre vérifié pour k de caractéristique arbitraire. Faute de référence 
nous nous limiterons de nouveau å la caractéristique nulle. La derniére assertion est bien 
connue mais ne semble étre démontrée nulle part ; elle résulte du théoréme (1.3) de [D-H] 
dans le cas oii Ck est une courbe plane. 

Théoréme 3.4.11 (Diaz et Harris). — Supposons de plus que k est de caractéristique 
nulle. Alors, la stråte est irréductible de codimension dans S égale å 5(Cfc). Le schéma 

normalisé de est formellement lisse sur k. 

De plus, le cone tangent å Vorigine de est le sous-k-espace vectoriel 

ViCk) C TsS 

de Vespace tangent å Vorigine s de S obtenu par image inverse du sous-k-espace vectoriel 

Vidc.,c) C Defl^P m) 
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■par répimorphisme naturel TgS ec'''"*^ Def^^^ (^[^l)- 

^ fe OCs,c 

En outre, la fibre de C ^ S en tout point géométrique générique de S"^ G S est une 
courbe n'ayant comme seules singularités que 5{Ck) points doubles ordinaires. □ 

4. «DÉFORMATIONS» DES FIBRES DE SPRINGER 

4.1. Retour aux fibres de Springer 

Revenons å la situation de la premiere partie. On rappelle (cf. §2.1) qu'on a introduit 
une courbe intégre, projective C = C/ sur k qui n'a qu'un seul point singulier c = c/ 
pour lequel le complété Qc,c de Tanneau local de C en c est isomorphe å 

Ai^OFbi]=k[[wF,T]]/{Pi{T)). 

Par hypothése de séparabilité de Pi{T), on sait que Tidéal 

{dTPi{T),Pi{T))Gk[[wF]][T] 

est de codimension finie. Il en est done de méme des idéaux 

{dTPi{T),Pi{T)) et {d^,Pi{T),dTPi{T),Pi{T)) C k[[wF,T]]. 

On supposera dans la suite que Fidéal 

{d^,Pi{T),dTPi{T)) C k[[wF,T]] 

est lui aussi de codimension finie (comme on l'a déjå dit, cette hypothése est automa- 
tiquement vérifiéc si k est de caractéristique nulle). 

Par construction la courbe C est muni d'un point oo dans son lieu de lissité et la 
normalisée C de C est identifiée å la droite projective de telle sorte que oo soit le 
point å l'infini (cf. la preuve de la proposition 2.1.1). 

Lemme 4.1.1. — Supposons de plus que C n'est pas lisse en c et que la caractéristique 
de k est > Alors, le k-schéma en groupes des automorphismes (C, oo) sur k est soit 
fini, soit isomorphe å Gm.fe- 

Preuve : Tout automorphisme g de (C, oo) induit un automorphisme de C = qui 
fixe le point å Finfini et {q | i e /} C C dans son ensemble. Par suite, Autfe(C, oo) est 
un sous-fc-schéma en groupes ferme du sous-groupe de Borel des matrices triangulaires 
supérieures dans PGL(2). De plus, la puissance ^'^1' de g fixe chacun des Cj. Par suite, si 
1-^1 > 2, g\^\- est nécessairement Tidentité et Autfe(C, oo) est un Å;-schéma en groupes fini 
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d'ordre premier å la caractéristique de k, et si |/| = 1, Autfe(C, oo) est un sous-/c-schéma 
en groupes du tore maximal diagonal Gm C PGL(2) □ 

On s' interesse de nouveau å la fibre de Springer X = Xj et å son quotient Z — Zj 
par le réseau 

On a vu d'une part que Z est naturellement homéomorphe au fc-schéma de Picard 

compactifié P = Pj et que le revétement X — > Z provient d'un revétement P^ = Pj ^ 
P. On a vu d'autre part comment déformer la courbe C. On se propose maintenant 

L 

d'utiliser les déformations de C pour déformer P, et aussi d'une certaine maniére P . 

On note dorénavant les objets ci-dessus par Xg = Xj^si, Zg = Zj^gj, A° = Aj ^^, 

Cs = Ci^si, = Ps = Pi, Sl, Ps = Pi, Sl, ce qui libére les notation X, Z, A, C , 
oo, P , P, ... que nous allons pouvoir utiliser pour les déformations de ces mémes objets. 

Ainsi, on note simplement (C = C/,oo = oo/) Sj = S une algébrisation de la 
déformation miniverselle (presque universelle compte tenu du lemme 4.1.1) de (Cs,oOs) 
et s = sj est Tunique point fermé de 5". Le schéma S est le spectre d'une /c-algébre 
de séries formelles en t(Cs, oog) variables, ou t{Cs, oOg) est la dimension sur k de 
Extg_^(n^ y^(cxDs), OcJ- La courbe relative C est projective et plate, oo est une section 
dans C/S k image contenue dans le lieu de lissité et toutes les fibres géométriques Ct 
{t un point géomctrique de 5") sont intégres et å singularités planes. La fibre générique 
géométrique de C ^ est lisse (cf. Proposition 3.2.3). 

Soient P = Pj C Pi — P les schcmas de Picard ct de Picard compactifié de C/S. On 
rappelle que P parametre les classes de Oc-Modules plats sur S qui sont fibre å fibre sans 
torsion et de rang générique 1, et que P est Fouvert de P formé des classes de Modules 
inversibles. 

Les schémas P et P sont purement de dimension relative Si sur S, réunions disjointes 
de composantes connexes P'^ = Pf C = P*^, respectivement quasi-projectives et 
projectives sur 5". Les fibres P/ et P^ de P'^ S et P'^ ^ 5" en tout point géométrique t 
de S sont les composantes de degrc d des schémas de Picard et de Picard compactifié de 
la fibre de C — > ^ en t ; chaquc P^ est intégre et localement d'intersection compléte, 
d'aprés le théoréme de Rego et Altman, larrobino et Kleiman (cf. Théoréme 2.1.2). 

Théoréme 4.1.2 (Fantechi, Gottsche et van Straten; [F-G-S] CoroUary B.2). — Le 
schéma P est régulier (formellement lisse sur k) et la fibre spéciale Pg de P ^ S est 
localement d'intersection compléte dans P. 

Pour prouver ce théoréme, Fantechi, Gottsche et van Straten considérent le foncteur 
des déformations 

Defc,,M, : Artfc Ens 

du couple (Cg, Ms) oii Ms est un Op^-Module cohérent sans torsion de rang générique 1, 
et sa variante locale 

Defi?P ^ : Artfc ^ Ens 
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en Funique point singulier c de C^. On a le carré commutatif de morphismes naturels de 
foncteurs 



BeicsMs 



Defl°P ^ 



+ 



et il est facile de vérifier : 

Lemme 4.1.3. — Le morphisme de foncteurs 

induit par le diagramme ci-dessus est formellement lisse. □ 
Le théoréme résulte done de la proposition suivante : 

Proposition 4.1.4. — Soient f G {x,y) C y]] tel que Vidéal {dxf,dyf) soit 
de codimension finie dans k[[x.,y\], A — k[[x.,yW/ {f) et M un A-module de type fini, 
sans torsion et de rang générique 1. Alors, le foncteur des déformations Def^^ est 
formellement lisse sur k 

Preuve : D'aprés le lemme 3.4.3, M admet, en tant que k[[x, j/]]-module, une résolution 

^ k[[x, k[[x, y]]^ ^ M ^ 

ou n G {1, . . . , S{A) + 1} et F est une matrice carré de taille n x n å coefficients dans 
A;[[a;,y]]. En raisonnant comme dans la preuve du théoréme 3.4.4 avec la matrice des 
co-facteurs de F, on peut exiger de plus que le determinant det F est égal å /. 

Toute déformation topologique (i?-plate) du y]]-module M sur R G obArt 
peut-étre obtenue en déformant la matrice F en une matrice carrée Fji de taille n x n k 
coefficients dans i?[[a;,y]] = ^[[a;, J/]], de telle sorte que M_r admette la présentation 

^ R[[x, y]r R[[x, y]r -^Mr^O. 

Pour une telle déformation topologique Mji de M en tant que /c[[a;, y]]-module, 
la i?-algébre quotient An = R[[xjy]]/{det Fu) est une déformation topologique de 
A sur R et Mr est de maniére évidente un Aji-module sans torsion. Si maintenant 
Bu — R[[x,y]]/{gii) est une autre déformation plate de A sur R telle que gnMn — (0), 
alors on a, gR = hu det Fu o\i hu e R[[x, j/]] est congru modulo l'idéal maximal de i? å un 
élément inversible de et est done inversible dans de sorte que Bu = A^. 
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Si Def^^ : Art^ — > Ens est le foncteur des déformations de la matrice F ci-dessus, on 
a done construit un morphisme formellement lisse de foncteurs 

De4°P ^ Bei'X% Fr ^ {R[[x,y]]/{detFR),Cokei{FR)). 

Comme le foncteur Def^*^ est trivialement formellement lisse sur k, la proposition s'en 
suit. □ 

Le resultat suivant généralise le théoréme 4.1.2. 

Théoréme 4.1.5 (Fantechi, Gottsche, van Straten; [F-G-S] CoroUary B.3). — Soit 

Ct T une courbe relative de base T = Spcc(fc[[ti, . . . , tm]]) Qui provient de la courbe 
universelle C ^ S par un changement de hase local T ^ S. Alors, le T-schéma 

Pt = TxsP 

de Picard compactifié de Ct/T est régulier {formellement lisse sur k) si et seulement si 
Vespace tangent å Vorigine de T est transverse au sous-espace V{Ck) d TgS de Vespace 
tangent å Vorigine de S introduit dans le théoréme 3.4.11. 

Preuve : Reprenons les notations de la proposition 4.1.4 et de sa preuve. On a un 
morphisme d'oubli 

DefX^^ - Def 7 

et il suffit de démontrer que 1'image de 1'application tangente å ce morphisme contient 
le sous-espace V (A) de Tespace tangent å Def^^ (cf. 3.4.9). 

L'image de cette application tangente est le quotient I /{f, dx f, dy f) ou / C A;[[a;,y]] 
est l'idéal engendrée par les entrées de la matrice F* des co-facteurs de F puisque l'on a 



det (F + eE'^) = det F + sF, 



quels que soient < i,j < n, ou E^^ est la matrice élémentaire dont Fentrée {i,j) est 
egale å 1 et dont toutes les autres entrées sont nulles. 

Or, le ^-module M = Coker(F) admet la résolution périodique, de periode 2, 



^A^^-^A^^-^A"" ^ M ^0, 



et M est encore egal å 

M = Ker(F) = Im(F*). 

Comme on a Ext\{N,A) — (0) pour tout A-module sans torsion A^, le morphisme 
Homyi(F*, A) admet la factorisation canonique 

Hom^(^'', A) HomA(M, yl) ^ Hom^(yl", A) 
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et Fimage // (/) de / dans A est égale å Fidéal engendré par les (p{m) pour (p parcourant 
HomA(M, A) et m parcourant M. 

Mais, å isomorphisme pres, on peut supposer que A C M C A (cf. la preuve du lemme 
3.4.3), et alors il est clair que 

{(p{m) I (p e HomA(M, A), m e M} D a, 

ce qui termine la preuve du théoréme. □ 



4.2. Application å la pureté dans le cas homogene 

Soient m > n > 1 premiers entre eux. On suppose que m! est inversible dans k. On 
considére la fibre de Springer X associée å Textension totalement ramifiée F C E de degré 
n définie par zup = '^e ^ Télément 7 = tu^, ou encore celle associée å l'extension 
totalement ramifiée F <Z E de degré m définie par wp = tu^ et å 1'élément 7 = w^. 
Dans les deux cas, le germe formel de courbe plane correspondant est le méme, å savoir 
Spf(A) ou ^ = k[[x,y]]/{x'^ — y"^). Comme ce germe n'a qu'une seule branche, on a 
A = Z et X = Z = Z° x Z. 

Rappelons que, si Ck est n'importe quelle courbe intégre, projective sur /c, de 
normalisée isomorphe å la droite projective P|., et qui est munie d'un /c-point c en dehors 
duquel elle est lisse sur k et en lequel le germe formel de Ck est isomorphe å Spf(A), 

alors le /c-schéma Z'^ est homéomorphe å la composante 'Picq^i^ de degré du /c-schéma 
de Picard compactifié de Ck- 

On peut construire une telle courbe Ck de la fagon suivante. Soit 

Pfc = Proj(A;[X,r,Z]) 

le plan projectif pondéré on deg X = n, degY = m et degZ = 1, et soit Ck C Pfe le 
fermé défini par l'équation homogene 

F{X, r, Z) = - F" = 

de degré mn. L'intersection de Ck avec la carte affine {Z ^ 0} = Spec{k[x,y]) de P/. est 
la courbe d'équation 

elle est done lisse en dehors de l'origine (0,0) ct admct Ic germe formel voulu en (0,0). 
L'intersection de Ck avec le diviseur å Tinfini {Z = 0} de est réduite au point de 
coordonnées homogénes (1; 1; 0). De plus le germe formel de Ck en ce point est isomorphe 
å celui en (a: = 1, 2 = 0) de la courbe d'équation 



æ"^ - 1 = 
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dans le plan affine Spec{k[x, z]). (La carte affine {Y ^ 0} de est le quotient de ce 
plan affine par le groupe fini des racines m-éme de l'unité dans k pour 1'action définie 
par (C, (x, 2;)) I— > {CJ^x^C^z) et cette action est libre en dehors de Torigine.) Par suite, Cfc 
est lisse au point (1; 1; 0). Enfin, la normalisation de Cfc est donnée par 

^ C, (T; U) ^ (T"; T"^; U). 

L'espace tangent au foncteur des déformations plates du germe formel de courbe 
Spf(/c[[x, !/]]/(/)) est égal å 

k[[x, y]]/if, dj, dy f) = k[[x, y]]/ix^-\ y^-') 

et est done de dimension 

fi = (m — l)(n — 1). 
Une déformation miniverselle de / est donnée par 

Spf(/c[[... , CLij, . . . , X, 

y]]/if)) 

ou. les ttij sont des indéterminées sur le corps de base k et 

f {x, y) = x"^ - + aijXY- 

0<i<m-2 
0<j<n-2 

Le conducteur de ^ = dans son normalisé A = k[[t]] est égal å 

soit encore å 

= { ttijX^y-' e k[[x, y]] \ aij = 0, Vi, j tels que in + jm < (m — l)(n — !)}/(/). 

i,j>0 

En particulier, le quotient 

ViA) = a/id, f, dy f) C A/id J, dy f) = k[[x,y]]/ix^-\y^-') 

admet pour base les classes des monomes x^y^ pour lesquels 0<i<m — 2,0<j<n — 2 
et in + jm > (m — l)(n — 1). 

Considérons Tespace affine S = Spec(Å;[. . . ,ay , . . .]), son fermé T C S défini par les 
équations = 0, Vz, j tels que in + jm > (m — l)(n — 1), le plan projectif pondéré 

PT = Proj(OT[X,y,Z]) 

oil deg x = n, deg F = m et deg Z = 1, et la courbe projective et plate relative 

Cj' — > Py 

i / 
T 
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définie par Féquation homogene 



0<i<m-2 
0<i<n-2 
in+jm<{m—l){n—l) 



dc dcgré mn. Pour chaque t G T, 1'intersection dc la fibre Ct de Ct T en t avec le 
diviseur å rinfini Z — du plan projectif pondéré est réduite au point (1; 1; 0) et on 
voit comme ci-dessus quc Ct est lisse en ce point. 

On a des actions compatibles du groupe multiplicatif Gm,fc sur T et Ct données par 

\ / _ \ / \mn—in—jm„ \ 

Å - {. . . ,aij, . . .) — {..., Å dij,...) 

et 

A ■ (. . . , a,,, . . . , X; y; Z)) = (. . . , A"^-^-^'-a,,-, . . . , X^X, X^Y, Z). 

Par définition du ferme T dc S*, Taction sur T est contractante. 

Considérons la composante Vicq^ij, de dcgré du schéma dc Picard compactifié relatif 

de Ct sur T. L'action de Gni,fe sur Ct induit une action de Gm,fc sur Pic^^/y qui reléve 
celle sur T. 

L'espace tangent au fermé T C est un supplémentaire du sous-espace V {A) de 
A/{dxf,dyf) = T(o,o)'S'- Il s'en suit, d'aprés le théoréme 4.1.5, que le schéma Piccj,/T sst 
lisse sur le corps de base k le long de sa fibre Picc/k ^ l'origine de T. Compte tenu de 
Taction de Gm,k, Picct/t est partout lisse sur k. 

Soient i un nombre premier distinct de la caractéristique de k et K E obD|?(T, Q^) 

Fimage directe du faisceau constant Qi par la projection Pic^^/y — > T. L'action de Gui,k 
sur T se reléve en une « action » sur K et on peut appliquer la Proposition 1 de [Sp] qui 
assure que 

Kq si i = 0, 



H\T,K) = 



(0) sinon. 



Or Rr{T, K) n'est autre que la cohomologie ^-adiquc 7?r(Pic^^/y, Q^) du fc-schéma lisse 

et quasi-projectif Pic,^^/^", et le théoréme de changement dc base propre implique que la 

fibre Kq de å Toriginc de T n'est autre que la cohomologie £-adique i?r(Pic^^/^, Q^) 

du fc-schéma projectif Pic^^/^,, soit encore la cohomologie ^-adique J?r(X'^,Q^) de la 
composante de degré de la fibre de Springer puisque cette composante — Z^ est 

universellement homéomorphe å Pic,^/^. 

Si k est de caractéristique p > 0, toute la situation ci-dessus est définie sur Fp. 
Appliquant alors la forme forme de la conjecture de Weil prouvée par Deligne comme l'a 
fait Springer dans [Sp] , on déduit de qui précéde : 
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Proposition 4.2.1. — Chaque groupe de cohomologie H\X^, Qi) est pur de poids i. 

□ 

Bien sur, cette proposition résulte aussi de fait que peut étre pavé par des espaces 
affines (cf. [Lu-Sm]). 

4.3. Construction de déformations de fibres de Springer affine 

Revenons å la sitiiation générale de la section 4.1. Nous avons done la courbe intégre, 
projective Cg — Cj^si sur k, de normalisée tTs : Cg — > Cg une droite projective, avec 
son unique point singulier c en lequel la singularité est plane et Tensemble des branches 
7r7^(c) = {ci \ i e 1} est indexé par /. Nous allons utiliser les resultats généraux de la 
section 2.5 et les resultats de la section 2.6 pour «deformer» le revétement 

Xg )• Zg 

de groupe de Galois 

A° = H\Cg \ 7rj\c), G^)/H\Cg, G^) = Ker(Z^ ^ Z), 
de la section 2.2. Plus exactement, nous déformerons le revétement 



^ s ' ^ s 



qui lui est homéomorphe. 



Considérons l'algébrisation (C — Cj, oo) Sj — S dela déformation miniverselle de 
{Cg, oog) introduite en 4.1 et la stråte å 5 constant = Sf C S (cf. la fin de la section 

3.4). Considérons aussi le morphisme de normalisation ttss : = Sf ^ de cette 
stråte et la courbe 

déduite de C — > 5 par le changement de base 

's'^ ^ ^ s. 

lyaprés le CoroUaire 3.3.4, cette courbe relative admet une normalisation en familie 
C~^ C~ , et on a en fait 

puisque la normalisée de Cg est une droite projective sur k. On peut choisir Tisomorphisme 
ci-dessus de telle sorte que la section de C~ induite par la section oo : S ^ C 

corresponde å la section å Tinfini de P~ sur S^. 

On a vu (cf. Théoréme 3.4.11) que, au moins pour k de caractéristique nulle, le 
morphisme C~ a les propriétés suivantes : 
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(1) est un schéma strictement local régulier (formellement lisse sur k) de 
dimension t(Cs, oOg) — 5/, 

(3) toutes les fibres géométriques de C~g — > sont des courbes intégres å 
singularités planes, 

(2) la fibre générique géométrique de C~ —>■ n'a comme seules singularités que 
5i points doubles ordinaires. 

Hypothéses et Notations 4.3.1. — Dans la suite, nous supposerons que les pro- 
priétés (1) å (3) sont vérifiées sur notre corps k {c'est le oas par exemple si la carac- 
téristique de k nulle ou «assez grande))). 

De plus, comme la déformation totale C S n'interviendra pins, nous noterons 
simplement C ^ S la courbe relative C~ — > pour alléger Vexposition. 

Nous avons done un schéma strictement local 5" formellement lisse sur /c, de dimension 
t(Cs, oOs) — 5/, et une courbe relative C sur 5", munie d'une section globale oo le long de 
laquelle C est lisse sur 5, de fibre spéciale Cg, qui admet une normalisation en familie 
TTc '■ C ^ C dont Tespace total C est une droite projective sur S. Le morphisme structural 
/ : C — > S' est lisse en dehors du sous-schéma D C C fini sur S qui est défini par Tldéal 
conducteur a de 7r*0~ dans 0^ et 

f = fo7rc:C^S 

est identifié å la droite projective standard P;^ ^ S* de telle sorte que la section å 1'infini 
corresponde å la section cxd : — > C, et done ne rencontre pas D = Trc\D). 

Considérons les -S-schémas de Picard P et de Picard compactifié P relatifs de C 
sur S. Le S'-scliéma en groupes P est isomorphe å P° x Z puisque le lieu de lissité de 

C ^ S admct une section. Pour chaque entier d, la composante connexe P contient 
pd _ pO ^ comme ouvert dense. 

La composante neutre P^ du schéma de Picard est par définition le 5'-schéma affine 
et lisse qui représente le faisceau fppf 

Notons fo (resp. fo) les restrictions de f et f aux fermés D G C (resp. D G C). On a 
le ^-schéma en groupes affine et lisse 

Res^i/gGm (resp. Res~^^Gm) 

restriction å la Weil du groupe multiplicatif de D å (resp. de D k S), qui représente le 
faisceau fppf jD,*'^-ai,D (resp. fo,*'^^ 5), et on a la fléche d'adjonction 

a : 7rc,*G^^~/Gm,c ^ i*{T^D,*'Gr^ ~/Gjn,D) 

ou. i : D ^ C est Finclusion et ttd : i) — > D est la restriction de tt. 
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Lemme 4.3.2. — La fléche d'adjonction a est un isomorphisme et induit un isomor- 
phisme de S-schémas en groupes 

P° ^ Res- G^/ KesD/s Gm- 



Preuve : Soit Spec(A) — * C une carte affinc dc C. Au dessus cette carte, C est égal å 
Spec(-B) pour une A-algébre finie B, la trace de D est définie par Fidéal conducteur / de 
B dans ^ et a est donnée par la fléche naturelle 

^x/^x ^ (^B/IY/{A/IY 

(on rappelle que I C ^ C -B est å la fois un ideal de A et un idéal de B). Comme cette 
derniére fléche est trivialement injective, l'injectivité de a est démontrée. 

Maintenant, si b,b' & B sont tels que bb' = 1 + a avec a G / C A, quittc å rcmplacer 
Spec(A) par le voisinage ouvert Spec(A[(l + a)~^]) du fermé Spec(A//) C Spec(74), on 
voit que b est inversible dans B, ce qui démontre la surjectivité de a. □ 

La fibre spéciale ResD^/gGm du 5-schéma en groupes Res^j/gGm admet pour tore 
maximal le tore Gm,fc puisque {Ds)red est réduit au point c G -Dg C C^. De méme, 
Res- admet pour tore maximal le tore puisque (Z)s)red = {q | i G /}. Le 

tore maximal Tg de Pg est done canoniquement isomorphe å G^^/Gm,fe (plongement 
diagonal) . 

Le tore maximal Gra,k de Res^^/s Gm est la fibre spéciale du tore canonique Gni,s C 
Reso/gGm défini par la fléche d'adjonction id — > fD,*fD- Comme S est strictement 
hensélien, D se casse en autant de composantes connexes qu'il y a dc points dans {Ds)red 
et le tore maximal de Res— Gm est aussi la flbre spéciale du tore canonique 

G^ s C Res~^g Gm défini par la fléche d'adjonction id — > /d,*/|), composante connexe 

par composante connexe de D. 

Par suite, le tore maximal Tg de Pg est la fibre spéciale d'un tore canonique 

Plus généralcmcnt, pour chaquc point géométrique t de S, la fibre Tt de T en t est 
contenue dans le tore maximal de 

Pt ^ ^^^Dt/t ^^^Dt/t Gm, 

tore maximal qui est isomorphe å IljeJtl^^m ou {cj,t \ 3 G Jt} est l'ensemble 

des points singuliers de Ct et, pour chaque j G Jt, {ct^i \ i G It,j} est Tensemble des 
branches du germe formel de Ct en son point singulier ct^j. 
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On identifie le groupe des caractéres de Tg, ou ce qui revient au méme celui de T, å 
Ag := A° comme dans la section 2.6. Pour chaque point géométrique t de S, est done 
un quotient du groupe des caractéres 

A° = Ker(Z^*'^- ^ Z) 

du tore maximal de P°, quotient que l'on peut voir concrétement en considérant la 
maniére dont les points singuliers ctj et leurs branches ct^i confluent vers le point singulier 
c et ses branches Cj. 

Nous sommes maintenant en mesure de construire la déformation de Pg Pg- 
Pour chaque entier d, la restriction de 1'homomorphisme f3 d'Esteves, Gagne et 

Kleiman å T est un homomorphisme T — > Picp^^ qui définit d'aprés la proposition 

2.5.1 un A°-torseur 

Q'^ ^P'^ 

dont la formation commute å tout changement de base S' — > S. Notons 

Q^P 

la somme disjointe de ccs torseurs. Cest la déformation cherchée. 

En effet, la fibre spéciale est par définition le revétement P^ Ps- Flus généralement, 

pour chaque point géométrique t de 5", Qt Pt est le quotient du revétement P^ Pt 
dans le coroUaire 2.2.6, quotient qui correspond au quotient A° entre les groupes 

de Galois. 
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